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Chapitre 01 Outils Mathématiques

l. Scalaires :

En algebre linéaire un vrai scalaire est un nongoireest indépendant de la base choisie,
il peut étre représenté soit par des nombres sédlpar des lettres grecques.

En physique, le scalaire est une quamtituvant étre décrite par un nombre et l'unité
correspondante. Les quantités scalaires sont aiMad par rapport aux rotations de
coordonnées et aux transformations de systeme. Dorgcalaire est une quantité qui n’est
associé a aucune direction ou sens comme exerapteadsen d’'un objet, le temps

II. Vecteurs:

Le vecteur est un objet tres important qui compranimois grandeurs physiques : la
direction, la norme ou module (longueur) notée et le sens. La force en est un bon exemple
puisqu’elle doit contenir ces trois informations :norme du vecteur matérialise l'intensité de
la force, tandis que la direction et le sens duergamatérialisent I'orientation de la force.

Le vecteur ne contient cependant pas d’informagianla position; il est défini par un

point d’application et une extrémité qui appartiennent a la méme ligne d’action.

Néanmoins, le vecteur peut se représenté en piadiges :

» Vecteur libre :se déplace librement dans I'espace. sa diredmnsens et son module
sont donnés mais son support et son point d'apiplicaont inconnus.

* Vecteur glissant se glisser le long de sa ligne d'action en corsgrson effet.

* Vecteur lié (pointeur): tous les éléments du vecteur sont déterminés somt p
d'application est fixé.

» Vecteur unitaire :c'est un vecteur dont le module est égal a 1.

» Vecteurs colinéaires ils possedent le méme support.

» Vecteurs coplanaires leurs supports se trouvent dans un méme plan,

» Vecteurs équipollents (équivalents)ils ont les mémes grandeurs et les mémes

orientations, méme s'ils n‘ont pas le méme poagpdication.
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» Vecteurs égaux vecteurs équipollents de méme sens.
» Vecteurs opposeésvecteurs équipollents de sens contraires ou Opposes
» Vecteurs identiques vecteurs equipollents égaux de méme origine.

[1l. Composante d’'un vecteur :

Un vecteur est défini selon le systeme des coordonnées dsmhétide

cartésiennes, polaire, cylindrique et sphérique.

En effet, dans I'espace cartésienne orthonormée , le vecteur est défini comme :

M(x.y,z)
—
&y

2 U-OM = zex+ yey+zez

Composante d’'un vecteur dans les coordonnées carigsnes
Par ailleurs son module est :

En outre, dans le cas d’'un systéeme plan, il esie@aBle d’utilisée les coordonnée

polaire pour décrit le mouvement intrinséque des point rmelté, dont est donnée
par :
YA
ﬁ‘? Cercle de rayon
,,,,lk._u /unité R=T1
- --- }. ~ e

Composante d’un vecteur dans les coordonnées Polesr

Par une simple utilisation du théoréme de Pythademaodule du vecteur est égale a :

Avec : "4y $
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Cependant, dans les phénoménes de physique eteteescle terre et astronomie, le

systeme de coordonnées cylindrique et sphériqusoesent utilisé, le vecteurdans une base

cylindrique est donné par :

%

Composante d’un vecteur dans les coordonnées cylingues
Or que dans l'espace des coordonnées sphérique g le vecteur

comme :

meéridien

0 : colatitude
©: azimuth

Composante d’un vecteur dans les coordonnées Sphgues

Etant que est calculé sur I'espace tridimensionnel commedmahtre I'égalité

w( 1
Avec :" (1S
C

est défini

suivante :
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V. Opération sur les vecteurs :

1) Addition des vecteurs :

La sommation des deux vecteyfs et\/, s'effectue en transportant les origines des

deux vecteurs en un seul point A afin de construirgarallélogramme dont les cotés sgnt

ety, .

Regle du parallélogramme

Le vecteur résultar¥¥ est défini par :

v :\71 +\72 = (Vi +V,, +V,, )€ +(Vy, +V,, +V,, )&, +(V,, +V,, +V;,)E,
A partir de la construction du parallélogramme, s:@ouvons déduire une autre méthode
graphique pour l'addition des vecteurs. Cette wathest connue sous le naigle du
triangle. Nous pourrons dessiner seulement la moitie dallgiygramme. Le vecteur résultant

de l'addition de deux vecteurs peut étre trouvdigposant/, et\/, bout a bout et en joignant

ensuite l'origine dg/, a I'extrémité de/,

Regle du triangle

L'addition de plusieurs vecteurs de fait en dispbsaus les vecteurs bout a bout et en
tracant le vecteur qui a comme origine, l'origine mtemier vecteur, et comme extrémite,

I'extrémité du dernier. Cette facon de procédetuitagraphiquement leegle du polygone

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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Vi
Reégle du polygone
D’autre part, La sommation des vecteurs est :
« Commutative :\j, +vj, =V, +V;
* Associative : (V,+V2)*V3=Vi+ (V,+Vs)
* Distributive par rapport a la somme vectoriellé (\71+\72) = AV AV,
« Distributive par rapport a la somme scalaike(A, + A,) = 1,V + 1,V

2) Soustraction des vecteurs :

La soustraction de deux vectewfs-\/, est le vecteuV défini comme I'addition du

vecteury/; a un vectew\*/'2 égal et opposé i, .

Vo
Soustraction de deux vecteurs

3) Décomposition des vecteurs :
Nous avons montrés jusqu'a maintenant qu'il egbtiosi possible de remplacer deux ou

plusieurs vecteurs par un vecteur unigque. Récignagunt, il est toujours possible de remplacer
un vecteur uniqué&7 par deux ou plusieurs vecteurs. Ces vecteursappalés lesomposantes

du vecteur origind¥ . Nous devons considérer deux cas d'intérét péeicu

1. Une des composantgg, est fixée. On calcule la deuxiéme composante kinaut

la régle du triangle.
2. Les deux directions de décomposition sont donnéegrandeur et I'orientation des

composantes sont obtenues en appliquant le pridcigarallélogramme.

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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4) Produit des vecteurs :

A) Produit_scalaire : initialement appelé produit linéaire de deux verdewest une

multiplication de deux vecteurs. Le résultat deoreduit est un scalaire (un nombre), et pas un

vecteur, d’ou son nom. Le produit scalaire de dexoteurs et) est égal a :

) ") ) ") ! ) ) )

L'exemple fondamental du concept apparait en dymaenavec le travail d'une force : si

une forceF déplace un corps selon un chemin rectilidnelors le travail fourni par la force
est donné par le produit scalaire des deux vecteurs
Un produit scalaire de deux vecteurs est :

« Commutatif : v/, .\, =V,
» Associatif par rapport la multiplication d’'un sca¢a:
AV, N2)=(AV,) N =V (AV,)
* Distributif par rapport la somme vectoriell§/;.(V,+V3) =V, +V1 V3
* Nul si seulement si les deux vecteurs sont orthagen \/, v, = ;.\, =0

B) Produit vectoriel :est l'autre forme de multiplication de deux vecgedont le résultat,

comme son nom l'indique, sera un vecteur. Le prtogectoriel de deux vecteurs+ - %

et) + - % dans I'espace euclidien réel est noté
-) ) "#/0

_—— ’

ﬁ

Représentation du plan de produit vectorielle
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Etant que 1 le vecteur unitaire normale a la surface délipdéle plan ) dont le sens est
obtenu par la régle des trois doigts ou la regldadmain droite (dite aussi du bonhomme

d'’Ampére).

Regle de la main droite

Les composantes du vecteur résultat sont détermereitilisant le déterminant d’ordre 3

- - -

dans une base orthonormé vectoriellg j,k

»>> > >> > —>(—?—> —>—>@
N ij ok I Kk T+ j &k —+—5—k
0V =x v, % 11)’1 4 XY gt X
XY 5 2 Y2 & XY % X Yo b
:+Y121-.>_X121‘? lel_’k
Y2 & X 4 X Y7

=1z — Yoz )T— (az, — %7 )T*‘ (X1Y2 — X2Y1)_‘z
D’autre part, Le produit vectoriel est :
* Distributif & gauche et a droite pour la somme eeelie :
(V,+V3) OV =V, 0V +V 0V, et v O(V,+V3) =V, 0V, +V, 0V,
* Associatif par rapport la multiplication par urakure :
AV, 0V,)=(AV,) 0V, =V, 0 (4V,)
 Antisymétrique ou anticommutatif :
(Vi V2)=-(V, Vi)
* Nul si et seulement si les deux vecteurs sont éaires :
ViV, = V,CVv,=0

C)Produit mixte : On appelle produit mixte de trois vecteyits v/, et\/; pris dans cet

ordre, le nombre réel défini par:

V1:(V,LV3) ou parfois (Vy,V;,Vs)

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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Le produit mixte est donc un scalaire égal au veludu parallélépipede formé par les trois

vecteurs/,, V, etys.

V1
Néanmoins, les composantes du produit mixte estélpar :
le V]_y VlZ
\71'(\72 D\73): V2x V2y V22
V3x V3y V32
= Vi(VayVa =V 2 Vay) FViy(V 2 Vax =V axVa )V 12(V oxVay =V Vax)

En outre, Le produit mixte est nul, si :
* les trois vecteurs sont dans le méme plan ;
* deux des vecteurs sont colinéaires ;
* I'un des vecteurs est nul.
Cependant, le produit mixte est invariant scalgae permutation circulaire direct des trois
vecteurs car le produit scalaire est commutatif:
Vi (V,0V3) =V - (Vs OV;) = Vg« (V; OV,)

D)Double produit vectoriel (Le double produit vectoriel de trois vecteurs resfs/, ,

V, ety; estun vecteuW exprimé par la relation :

W=V, OV, OV3) = (V3 )V, = (M V; )V,
Le vecteurW est perpendiculaire au vecteyif et au vecteur formé par le prodiyit, Cv/), il
est donc dans le plan formeé par les vectgur®t\/,.

V. Torseur:
1) Définition :
Le torseur est un outil mathématique privilégié ldemécanique du solide. Il lui
permet une représentation condensée et simplifése agttions mécaniques, des vitesses et

diverses autres grandeurs.
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Soit un ensemble fini de vecteurs glissapfsy;, ). Cet ensemble de vecteur constitue un

torseur défini par ses deux éléments éiésnents de réductian

«  Un vecteur not& (ne dépendant pas du point choisi) appelé |la asgelidu torseur :

n —

R="V

* Unchamp de vecteuvl (dépendant du point choisi) vérifiant la relation:

__._____\i\*
Alors, le torseuiT au pointO s’écrit :
b
— Rx Mx
_ R 3 -
ﬁ%_lﬁ =R, M, ouftl={RMo}
© o0 Rz Mz 0

Etant que R,, R, etR, (respMy, My etM,) sont les coordonnées d(resp déﬁo) dans la base

orthonorméb (g, ,&,,83)

Néanmoins, les champs de moments ou de vecteurralgg entre eux par une relation
fondamentale dite formule de transport des moments

0O0OP:Mp =My +ROOP
Cette relation permet la détermination du torseurtat pointP du I'espace d’étude en
connaissant juste IR et I\7Io en un point particulie®

Le type de torseur est différent selon le domaigtude, par exemple :

—

o . Q . .
e Torseur Clnemathu{sT}O = _ : torseur vitesse d'un solisen mouvement
A A

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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- Torseur force{T},= . : M ,est le moment de la forde.
A A

Remarque Ne jamais omettr&e point choisi de réduction du torseur;

2) Propriétés des torseurs

a) Invariants d'un torseur :un invariant du torseur est un parametre scataire

vectorielle indépendant du point de réduction dador, tel que :
«  La résultanteR d'un torseur est un invariant.

«  L'invariant scalaire (Automoment) d'un torseurlegtroduit :1 = RM, = RM,,

. ) ) - R
* L'invariant vectoriel d'un torseur est le vecteuir= | —
R

b) Axe central d'un torseur On appelle axe central d'un torseur, I'ensemble des
pointsP pour lequel la résultante et le momentPesont colinéairesLe coefficient de linéarité

s'appelle lgpas du torseur

Mp =AR (A0IR) = PO4

Al

avecR#0 SiP est un point de l'axe central on a:
A A

Soit le{T}, =

<

R//Mp = ROM, =0=R(M,+PAOR)=ROM , + RO(PAOR)
En utilisant la relation du double produit vectbrien obtient I'équation vectorielle de I'axe

central du torseur :

Etant que, le pas du torseur est :

L Mp R
Mp=AR = MpR=ARR A=-"F

En outre, au niveau de I'axe central du torseua on
* |le moment en tout point de I'axe central est irardrappelemoment central du torseur
e |a norme du moment central est minimale.

* |e vecteur directeur de la droite de I'axe cerdratorseur est la résultante du torseur.

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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3) Espace vectoriel des torseurs

a) Addition de torseurs La somme de deux torseu»{s'l'}l et {T}2 est un torseur

{T . dont les éléments de réduction sont respectivetaestmme des éléments de réduction

des deux torsew{é’}1 et {T}2 :

Rt R
{T}A :{T}1+{T}2 = —_
Mia+Mos 4

b) Produit par un scalaire :On définie le produit par un scalaire du torseur

{1} .= RO parletorseur :

' 1. AR
oy ==

c) Produit de deux torseurs (ComomentDn appelle comoment des deux torseurs
{T}, et{T},, le réel défini par :
®(A)={THO{Th, =R My +R, My,
Ce produit est indépendant du point de réductesitdrseurs choisie dans le repéere d’étude :
®p =R Myp+RMip=R.(Myg + ABOR, ) +R,.(Myg + ABOR,)
= ¢, +R.(ABOR,)+R,.(ABOR,) =@, car R.(ABOR,)=-R,.(BAOR,)

4) Type des torseurs :

a) Couple :On appelle couple un torseur dont la résultantenele. Le moment
d'un couple est un invariant du torseur et par @guent les invariants scalaire et vectoriel sont
nuls aussi.
="

Ma A
b) Glisseur: On appelle glisseur tout torseur de résultantemdle qui admet un

point P pour lequel son moment est nul.
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c) Torseur nul: Un torseur est dinul s’il existe un point ou ses éléments de

réduction sont nuls. lls le sont alors en tout poin
o} =

d) Torseur quelcongue :Un torseur est quelconque, si et seulement si, son

o Oy

invariant scalaire n'est pas nul.
RM, #0

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE
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Chapitre 02 Statique des Solides

|. Introduction :

La statique traite I'équilibre des corps matérigds rapport a un systéme de référence
supposée fixe, et ses moyens de réduire un systenf@rcks a une forme élémentaire. Dans ce
chapitre on aborde des notions sur le point matéeieorps solide parfait, la force, le moment
d’une force et les torseurs des forces extérieures.

Ensuite, on donne les conditions d’équilibres gtads, et les différents types des
liaisons et de réactions.

1. Notions fondamentales de la statique :

1) Point matériel :

Un point matériel est une particule matérielle dde$¢ dimensions sont
négligeables. La différence par rapport au poirgngérique, réside en le fait que le point
matériel est supposé contenir une certaine quashiténatiere concentrée. Un point matériel
jouit donc de la propriété d’inertie, et d’inteniacts avec d’autres points matériels.

2) Solide parfait :

Tout corps physigue se présente en mécanique cammsgsteme de points
matériels : on entend par-la un ensemble de p&ticuatérielles qui agissent les unes sur les
autres conformément au principe d’égalité de lacet de la réaction.

Par corps solide, on entend un corps dont deuxgqurelconques restent en
toutes circonstances séparés par une distancengé@haAutrement, le corps solide conserve
une forme géométrique constante (il reste indéfbte)a

3) Force :
La force désigne en mécanique la mesure quanstafinteraction mécanique

des corps matériels. On appellera force I'actiaimdiorps sur un autre, se traduisant par une

pression, une attraction, une répulsion.... (A) L
L’action de la force sur le corps est déterminé:par ,f’x

- le point d’application : F/ B

-le sens:

- La direction ou la ligne d’action : R

- le module ou la valeur numérique :
Les forces exercées sur un solide sont de deuws.types forces extérieures qui sont

exercées par d’autres corps et appliquées auxspdintsolide donné. Par contre, les forces

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE | 15
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intérieures sont les forces d’interaction, qui sealloppent entre les points matériels du solide
donné et dont leur résultante est nulle.

En outre, 'ensemble de ces forces se distingecel drand groupe selon le contacte avec
du corps solide et I'entourage exterieur : forcksédance et de contacte.

Néanmoin, la direction de la force est obtenue rselorientation d'un vecteur
unitaire dont le module est un et qui appartient au suppmta force
Ce vecteur unitaire est obtenue en connaisanblepasante de la force soit par :

A) Coordonnées ponctuelle sur la ligne d’action :

Soit deux points et appartenant a la droite X support de la force; Le
vecteur  s'écrira:

Avec :

La vecteur unitaire le long de la ligne d’action de la force est dopgaé:

Est donc, la force s’écrit comme:

B) Cosnus directeur :

Le vecteur force forme des angles différents avec chacun des axeemhkre d'étude, le cosinus
directeur réfere au cosinus des ces angles tel que

“ap4e L i
- e
ey |
1
T g0 > o

Sachant que : , le vecteur de directionest definie par:

L0t $Uu&)  $uE* -
Etant que . .

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE = 16
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I1l. Moment d’'une force :

On définie dans un repere un vecteur de forcggielconque qui forme un plan avec un

point arbitraire O du méme repere. On appelleréss de leviede la force la perpendiculaire

/0 sur la direction AB de la force

0

Bras de Levier d’une force

Le moment de la force par rapport a O est le produit vectorielle dpar le bras de Levier qui
peut étre affecté des directions différentes.

1,, - /03
Le vecteur momentl,, - est égal en module a I'aire du parallélogramme tconsur les

vecteurs/ et , il est toujours perpendiculaire au plan de cexdecteurs et lié en O.

Le moment de la forced4

IV. Torseur de force :

1) Equilibre de solide :

Prenant un solide (S) soumis a des forces ( ,......... 67) appliqguées aux

points (A, Az,........ An) respectivement.
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Le solide (S) est dit en équilibre si les forcetemes qui agissent sur lui forment un systeme
de forces équivalent 2érq c'est-a-dire un systéme ou la résultante et lmembd résultant de
toutes les forces par rapport a un point quelcor@de plan d'action des forces soient égaux a

Zéro:

8 9O . 5 > 4, ?
<=5

As, - OAp, - 1Ap,5- 1p, - = Ay, 7- 7
<=5
2) Torseur de forces extérieures :

L’ensemble des efforts appliqués et des couplecégesur un systeme matériel
peuvent étre représentés mathématiqguement parseutpappelé torseur d'action, qui s'écrit

en un point O :

+H 1

8 | | 9 : |

B.C, D E M
62 Fq 85 ._,
19/F,3 .1
<=5 G

Par conséquent, le systeme matériel (S) est elil@gistatique si seulement si le torseur des
efforts extérieurs est un torseur nul :

8 2
B ~C B?2C, I D E KL
02 2Y71,,8- o
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V. Liaison et réaction :
1) Définition :

Les solides considérés en mécanique peuvent Btes lou liés, suivant le cas. Un

solide est dit libre s'il peut se déplacer en taditection par contre le solide est lié s’il ne peu
se déplacer que dans des directions déterminégd est assujetti a rester immobile.

Les corps matériels rigide qui s’opposent au mowrdgndu solide sont appelés liaisons, et les
forces qu'ils exercent sur le solide, sont destréas de liaisons.

La direction de vecteur réactio® dépend de la surface de contacte :

A) Contact sans frottement :

Dans le cas d'une liaison sans frottement (sutiase) entre un solide et un plan, la
réaction est toujours suivantt@rmale au plan de contaquelques soit le nombre de forces
extérieures appliguées au solide.

Dans le cas d'un contact sans frottement, la cmdd’équilibre est réalisée, si la somme de
toutes les forces extérieures appliquées en ce esiirtgale a la réaction normale en ce point :

M 9 ?

<

B) Contacte avec frottement :

Dans le cas d'une surface avec frottement, laiofadt est dirigée dans le sens
contraire du mouvement et peut prendre une direajicelconque dans le plan formé par la
force de frottementy et la force normaléN au plan de contacte.

Dans ce cas, la somme des actions et des réaesbnslle ce qui traduit par :

My O ?

<

Etantque:8 M
2) Type de liaison :

Les liaisons peuvent étre matérialisées soit paraguis, articulations, encastrements,
etc. Dans les cas énumeérés sont confectionnéeasiadian matériau absolument rigide, et que
le frottement, aux points de contact avec les eslitbnsidérés, est généralement négligeable.

A) Liaison ponctuelle (appui simple/plan) :

Le solide repose simplement sur une surface par th réaction est appliquée au

solide en point de contact et dirigée suivant lamade a la surface d’appui.
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Dans ce type de liaison I'appui du solide est soit
* Simple : le solide repose sur un substrat horizontal, e&rtou incliné de facon

permanente en un seul point de contacte quelqué&adorme du solide (S)

—

Rz

A

e A rouleau ou a dilatation :le solide repose sur un rouleau cylindrique quirs une
translation dans une direction précise selon lenomele roulement des rouleaux autour

du point d'appui comme exemple les bases des ponts.

A A

Rav i Rav

B) Liaison articulée (appui double) :

Une articulation est le lieu de réunion de deuylusieurs solides, elle n’est pas mobiles et elle
se définie lorsque les solide sont relier entre @ugoudés.
Dans la pratique, le corps solide est articulé (zait:
» Articulation rotoide (charniére) :permet uniquement une rotation relative sur uotpiv
cylindrigue commun, elle est équivalente a un afigeicomme exemple bras humain

ou le robot manipulatrice

<

’ '. iy ;&
5 % v .

g , "
\‘.m._ IEI :“_ R
- - HA':." T
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* Articulation cylindrique : est une articulation dans laquelle s'affrontent poion de
cylindre plein et une portion de cylindre creuxest'une articulation synoviale qui est
mobile et qui permet une rotation et une tranghatelative sur le méme axe. Il n'y a
donc qu'un degré de liberté.

(Z)

L’articulation cylindrique introduisant deux coritrges et deux inconnues : qui sont la
composante de force perpendiculaire a la dirediwmouvement de translation et un

couple s'opposant a la rotation relative donc lamusante suivant I'axe de cylindre est
nulle comme exemple

-
X

’ (S2)

(S1) (: /4 > -

/ X X

A

.1'
8 8 8 Avec8 ? (la réaction suivant I'axe de I'articulati@e est nulle).

» Articulation sphérique (rotule): le solide peut bouger dans tous les sens de I'espace en
restant en contacte avec un autre solide comme celles de I'épaule, la hanche humain, les

attelages de caravane, les billettes.

4
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La liaison rotule s'identifie facilement par segmds de libertés: elle lie completement deux
pieces en translation mais les laisse libres ationt. Elle comporte donc 3 degrés de liaisons
(les 3 translations) et 3 degrés de liberté (lesta&ions).

© g

C) Liaison d’encastrement :

La liaison encastrement ne permet aucun mouvensatifrentre les deux solides.
Leurs réactions sont représentées par un momenergpéche la rotation du solide, et des

réactions horizontale et verticale, qui empéchestdéplacements horizontaux et verticaux,
c’est donc une fixation a zéro degré de liberté.

Encastrement §
\“N > '
N\ L

consol

V1. Frottement statigue :

1) Définition : Soit un solide de poid® qui repose sur une surface horizontale.

Appliquons a ce solide une force horizontale

[N IN

¢ =
--.Hdl
v

—

) P tP

La force du poid® est équilibrée par la réacti@n. Le solide peut rester au repos, dans
ce cas, il existe une autre force qui s’oppose auvement du solide de méme direction et de

sens opposéer On appellera cette force, force de frottementldsementy,, .
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Augmentons progressivement la foRSela force6; augmente avec elle jusqu’a une
valeur maximalé&TUV 6W X 6TUV ou le corps solide est en mouvement. La force mabe
6TUV correspond au cas limite de I'equilibre du solidest a dire a I'instant ou celui-ci est a

mi-chemin (dans la zone de transition) entre l®$egt le mouvement.

mi-chemin

F max Mouvement

|

fr

i
-

T

Alors, on définie la force de frottement de gliseeincomme une force résistante qui
agit dans le plan tangent aux deux surfaces dexcbdans le sens opposé a la force motrice et
de direction paralléle aux surfaces de contact.

La force de frottement qui agit lorsque le corpstsmive avant le mouvement
(immobile) s’appelle force de frottement de repodarce derottement statique

D’apres la loi d’Amontons — Coulomb, la valeur nmagie du module de la force de
frottement statiquesTUV ou 6& est proportionnelle a la pression normale du soBdr la
surface d’'appui:

6vzr \4Q
Etant que 1 est le coefficient de frottement de glissement, dgpend des natures des
matériaux des surfaces en contact et de |'étaedesuarfaces.

2) Angle de frottement iorsque le corps solide est au repos, la réactitalet

d’une surface rugueuse compte tenue du frottement, est déterminée eruta@d en direction

par la diagonale du rectangle formé par la réactmmaleQ et la force de frottemegy, .

T Q 6

La direction de™ fait un anglea avecQ du coté opposéR Dans ce cas, plus qBest grand,

plus la direction de s’écarte de la normale.
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A

g

f‘l'l'l ax I
| p P

L’écart maximal est constaté lorsige 6TUV. La valeur maximale de l'angle d’écaat
s’appelle angle de frottemelnt et est exprimée par :

6vzr 410Q
Pcb — — \
Q q !
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Chapitre 03 Cinématique des Systemes

|. Introduction :

La cinématique traite le mouvement mécanique umgue de point de vue
géometrique, sans tenir compte des causes quirombqué ce mouvement. La cinématique
étudie le changement de position géométrique dgxs aans le temps. Or, cela ne peut étre fait

gue par rapport a un référentiel ou I'on pourrétiedminer la position du corps mobile.

[l. Notion d’'un solide parfait « indéformable » :

Un solide indéformableS) est par définition composé d'une multitude déi@aes, ou points
matériels, dont les distances mutuelles sont cotetadans le temp&ar consequent, les vitesses

entre ces points ne sont pas indépendantes.

On peut privilégier un poind, dans le quelle on défini une base orthonormée liee au
solide &) ; la position de ce repere par rapport a un autre rep@eest définie par 6 paramétres ou
degrés de libertéd(l) :

» Trois (3)translationspour la position du poir®y .

+ Trois (3) rotations pour l'orientation du rep&e

I1l. Mouvement d'un repére mobile par rapport a un repee fixe :

Soit un repereR; (O;i.,x; Y, zi) Pris comme référence dftxe (appelé parfoisrepere
d'étude etRy (O ,xk,Y, zk) un repere ditmobile (par rapport aR et appelé parfoisepere de

projection). Les deux repéres somtthonormés directs

Tout point de I'espace peut étre totalement rep@néR, et déduite par ailleurs daRsou inversement

en connaissant le mouvementRigar rapport &,.
Le mouvement du repéFg est complétement déterminée si :

» La position de son centre (ou origir@)est totalement connu daRs;
» L'orientation des axes d& est connu par rapport a ceuxRle

1) Repérage du centre @lu repere R: Le repérage du poir®d, centre du repéerg, est

déterminé par les composantes du vectaunt les deux centres des repéres ddnseci se traduit par

les relations suivantes :
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2) Repérage de l'orientation des axes du repéege Rour repérer l'orientation des axes du

repereR, on ramene ce repere ende telle sorte que les cent@set O, soient confonduegQ; = Oy )

Zi
A

Yi

Xi
Le repereR, est en rotation quelconque par rapport au regrdonc chacun des vecteurs unitaires

(xk: Yy »zx) aura des composantes par rapport le reRece qui permet d’écrire :

La forme matricielle des équations de passage daateur unitaire du repére au repére fixe crée la

matrice de passage (A) qui permet la coincidensgd®me entre les deux reperest

H* 1=

Les éléments de la matricé\ sont la projection de la base sur la base :

aik = Xi-Xk

IV. Angles d'Euler (les axes sont tous distincts) :

Toute rotation peut étre considérée comme la sl@térois rotations €lémentaires, autour de

trois axes particuliers, et d'amplitudes égalesaagites d'Euler
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Lesangles d'Euleiqui sont en nombre de trois; et permet le passage du reperaR repere R

par le passage sur deux reperes intermédiaires R qui seront définis par la suite.

1) Angle de précession :

L'angle de précessidh est 'amplitude de la premiere rotation qui faigsance d’'un
nouveau repeére , cette rotation est autour d’'un axe commun% ¢ entre les

deux repéres et '

—»

v

% 4 &

Néanmois, la rotation instantanée du repgr@ar rapprt au repéere fixe est donné par :

*

)4 *—+,$-(. (/0 $1(

Par ailleurs, le passage du repégau repere g est donné par la matrié:
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456 6/18% 9 &
Z618% 456% 9
o To9 ( .
#;

2) Angle de nutation :

La deuxiéme rotation d’Euler est dite angle de thartex elle permet la création d’un
autre repére intermédiaire 9 qui est en rotation par rapport asuivant un axe

commun % entre les deux reperes.

v

%

Le vecteur de rotation instantanée du repérau répere est:

*

) *_+1<_ - = :/0 <1(

Est donc, la matrice de pass@yeentre le repere et est:

( 9 9

9 456< 6718<

9 :-6/8 456<"
#e

3) Angle de rotation propre :

L’angle de rotation propre est la derniere rotation d’Euler pour atteindrecigére

finale , elle est selon 'axe commun %  des deux repéres et
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v

%

par définition, Néanmois, le vecteur de rotatiostamtanée du repére par rapprt au répere est:

*

) =.?--. 0 2

*+ E =
Par ailleurs, le passage du repéereau repére est donné par la matricy:

4567 6187 9
16787 456? 9 B C
o 19
#a

En outre, la marice globale qui permet le passagetddu repére ¢ a est le produit des trois
matrice2z 2p et2q:

¢« 23 2p'2gBC

Et le vecteur de rotation instantané globale esbtame des vecteurs de rotation :
XY D> D¢ sl A 7

V. Différentiation d'un vecteur dans un systeme d'axemobiles :

Considérons un repel en mouvement par rapport a un repére Rxd.es composantes d’'un

vecteurA dans le repére mobile - ¢ . g/est:

2 2 2 24
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Si nous dérivons ceci en considérons le mouvementvdcteurs par rapport a repefg, on
obtient :
F G H
- 2k —2¢ —24
+ *4 *4 *4 *4 *4 *4

Les trois premiers termes existeraient seuls sid\ait considéré les vecteurs de base comme flges,

représentent donc la dérivée du vect@udans le repére moblle:—t
Rk

Utilisant la formule de la base mobile, les trogsrdére termes sont égales a :

dX .
ditk = (21 ) Bx = Qk Oxx
Et donc Finalement :
*2 *2
- = ) -2

VI. Champ des vitesses d'un solide

A chaque point2 d'un solide §), on peut associer un vecteur vitesse absolueapaort au
repére fixe défini par :

i _d'Oi A
Vv (A) T

Yk

2i Zk

Xk
Oi yi

Xi
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Sachant que le repére est en mouvement par rapport au repere fixe, deeue vitesse absolue peut

étre écrit en fonction du repére mobile en utilidarfformule de dérivation :
i _d e _d", i~ A
\Y} (Ak)_a(Oi Ac) —E(Oi A+ Q0O A

Par ailleurs la vitesse absolue au p@intpeut obtenue a l'aide de la vitesse d'un autrentdoi du

solide indéformable (S) qui est en mouvement papoet au repére fixe selon :

) ) k ) -
V'(Bk)‘V'(Ak)=%(AkBk)+QLD(AkBk)

- Kk .
Or : A By = Cte dans(R,) %(Akgk)m
D'ou, la formule de vitesse par cinématique dwsali

V' (Be) =V (A)+ 0k D(AcBL)

Cette derniere relation est trés importante dacinkmatique, elle permet de déduire la vitessmode

les autres points du solide en connaissant lasétds rotation du repére lié a celui-ci

VIl. Champ des accélérations d'un solide :

A chaque point d'un solidé&), on associer un vecteur accélération absoluegpguort
au repere fixe défini par :

: di )
yl(Ak):a(Vl(Ak))
Elle est obtenue en fonction des paramétres duaepebile par dérivation :

*K 2

*4

En outre, et sachant quey'(Byx)=V'(Ac)+ 0l O(ABy) 'accélération absolue peut s'écrit

comme .
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Y (B =L (v (A + L (0l O(ABK))
dt dt
i b ! i —_— i d,——
L =g a 0 o&
¥ (Bk) OIt(v(Ak))+dt(Qk) Ax Bk + Oy dt(AkBk)
Or que:
[ dk . i . i -
E(AkBk)za(AkBk)"'QkDAkBk:QkDAkBk
0

D'ou, la forme finale de I'accélération absolue giaematique du solide:

V(Bk)=yi(Ak)+%<gL)DAkBk+gLD(QLDAKBK)

VIIl. Torseur cinématique :

Le torseur cinématique exprimé au pantdu solide(S) dans son mouvement par

rapport au repere,, est défini par :

T

0P, S,

Ce torseur caractérisempletement le mouvement d’un solide par rapporepere en ce qui
concerne les vitesses. Il permet de représentiagde pratique le champ des vitesses et donc décrir
les comportements de translation, rotation et mmave quelconque indépendamment des causes de

mouvement.

Remarque : Comme les éléments de réduction du torseur cinqoetsont des fonctions de temps
alors le torseur cinématique en dépend, il a dotitague instant une résultante et un champ desgites

différent.
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IX. Mouvements et champs de vitesse et accélération :

1) Mouvement de translation

Un solide §) lié a un repér®, est dit en translation par rapport a un rep&rs les axes de

R« garde une direction fixe par rappofRaau cours du tempg, A, =Cte) :

=0
Vi(A) =V (0k)

Etant que Vik( A«) : vitesse du poind, appartenant & par rapport .

\

Dans un mouvement de translation, tous les pointsotide §) décrivent les méme trajectoires
a chague instant ils possédent des vitesses eaadéserations égales en module et en direction, le

vecteur rotation est nul.

Alors, Letorseur cinématiqueans ce type de mouvement définieconple:

T 9
NOP S
Ur K

2) Mouvement de rotation

Un solide § lié a un reperd®, est dit en rotation par rapport & un reprsi un axe déx

reste fixe a tout instant daRs

Soit le point | de I'axe de rotation {1 z; ou 7, et _Qik =Y zi=y z¢ ,alors:
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Zi = 7k
A

A _Qk:w

Oi =0k
v
Xi v Xk

La vitesse au point | est donnée p@t( I )=\/k(ok) + _Qik Do—kl =0

=0 =0( o/ ok!)
Et par cinématique du solide nous avons :
K 2 ) -[2

Ce qui permet de dire que tlerseur cinématiquelans un mouvement de rotation est équivalent a un

glisseur:

or, s |
K

L'axe central du glisseur n’est que I'axe instaétde rotation d&, par rapport &,.

D’autre part, I'accélération absolue au pdinést :

Or que le dernier terme est obtenue par :
gk — : . L —
— =— + U avec — =0
Olt(|Ak) dt(|Ak) (1) D1A dt(|Ak)

Donc, I'accélération absolue dans un mouvemenbotgion est:

*K 2 *)
J 2 -2 > ..) -[20
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Utilisant les propriétés du produit vectoriel, on :

ol 0( 0L 01A) = ol M ol OA) - 1AM ol Do) = - 1AL 0k Tol)
=0( o} DiAk)

Et donc :

P (A= 1AL+ S (0 DA Vo A) * (A

Normale  Tangentiele

3) Mouvement hélicoidal :

Un solide &) lié & un reperdR, est animé d'un mouvement hélicoidal par rapparha

repére fixeR, si:

- Un axe deR; reste en coincidence avec un ax&de
- L'angle quirepére la rotation autour de I'axe commuiRdear rapport &, est proportionnel

a la cotez qui repére le déplacement du pdptpar rapport au poir®; :

Un point A, de &), en mouvement sur une trajectoire hélicoidalesd®&n décrit une hélice droite,

dessinée sur un cylindre de ra){@n( Ad =a.

Les coordonnées cartésiennes du pdindansR sont données par les équations paramétriques en

fonction du temps sous la forme suivante :
x=acos(y ); y=asin(¢); z=by

Avec :a etb sont respectivement le rayon et le pas réduithédide p = h/2 , h est le pas de I'hélice).

_—

Si on suppose quel Ok = 7z = zzk , le vecteur position du poid est alors donné daf; par :

_—

Oi A= axkt zzk = axk + by z,

Le vecteur vitesse est donc :

V(A)=a(gDx )+by z, = ay y, +by z,
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Ainsi que le vecteur accélération est donnée par:

Y(A)=—ay’x +ay yby z,

4) Mouvement composé du point matériel :

Examinons le mouvement composé du pdihtse déplacant par rapport au systeme de

référence mMobil; (Oj Xj Y Zj ), qui se meut a son tour d'une maniére arbitraarergpport au

systeme de référenq® (O; , X , Y; »zi ) considéré comme fixe.

Pour déterminer les relations de composition de vament, il suffit d'exprimer le vecteur

position sous la forme :

oM =0,0;+t0O;M

La vitesse du poiri¥l par rapport & est par définition :

d(oM) _ d' (0 0)) N d'(O;M)
dt dt dt

V(M /R)=V'(M)=

i oy, 31 (OM)
Av (M)=v (oj)+T

+0Q| 0O;M

AV (M)=v'(0))+v!(M)+ Q] 0O;M
Et donc la vitesse du point M 's’écrit :
V'I(M)=v M)+ (M)
Etant que :

v' (M ) =V,(M) cest lavitesse absoluduM pour un observateur liéR

vi(Mm )=V, (M) cest lavitesse relativeu la vitesse dW pour & un observateur liéRx
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Vij (M ):Vi(oj )+_(2'j 00;M =y (M) cest lavitesse d'entrainemeatl la vitesse a l'instant
t par rapport & du point lié aR; coincidant ave®! a l'instant.

D’autre part, le vecteur d’accélérati;zfr( M ), est obtenue en dérivons chaque terme du vectesse

par rapport au temps :

d'(v'(M)) _d'(v'(0)) , di(v' (M), d'(2}00;M)
dt dt dt dt

y'(M)=

Or que le premier terme est:

d(Vd(O )=o)

Cependant le deuxieme terme est :

AV MDA g1 (M )= (M) + (2 D (M)

Alors que le troisieme est :

di(g‘jmq—m)_d‘(g‘j) (O M) +(0))0 di(oj—l\/l)
dt C o dt dt
(o . j .
:d(df‘)m(o,-M)ﬂ ')D(d(o’ )+ (g DoY)
d(o) — . . . R,
= (d!tzj)D(O,-M)+(Q',-)D(V’(M)+(Q'jDO,-M))

Et donc finalement, I'accélération absolue s'émoinme :

. . _ d(o - . . , .
y(M)=y(M)+y(0))+ (d-(t)J)D(OjM)-'-(QIj)D(_QIjDOjM)+2.(2|jDVJ(M)

V'j(M)

38
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Etant que :
}/ (M)=y,(M) : Accélération absolue
y(M)= ¥, (M) : Accélération relative
yij (M)=y,(M) : Accélération d'entrainement

2_Qij va(M ) : Accélération complémentaim deCoriolis.
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Chapitre 04 Géomeétrie des Masses

|. Introduction :

Dans le but de pouvoir décrire le mouvement d’'ust&aye matériel, il est important de
connaitre la répartition géométrique de la massedd se préparer au concept de cinétique et
dynamique des solides indéformables.

Cette répartition géométrique est basée sur deintspprincipaux, le centre de masse
ou d’inertie, et la matrice d’inertie.

[I. Masse d’un systeme Matériel :

En Mécanique classique, chaque systéeme est assberes quantité scalaire appelé
massequi définie la quantité de la matiere contenue danslume de ce solide :

1) Systeme discrets :

La masse d'un systeme discret est la somme geints matériels discrets de

massen;

2) Systéme continue :

On dit qu'un systeme est continu si le nombre deiquée contenue dans un
elément de volume est suffisamment grand afin dgigeles fluctuations, ce qui permet de

remplacer la somme par un continue :

m = dm(p)

Solide

L’élémentdm(p) est la mesure de la masse au voisinage du point

Selon le type du systéeme (S), la forme d’intégcalange :

¢ Volume :La masse totale est en fonction de la densité iguen (p) au pointp :

m =fv p(p)dv

« Surface La masse totale est en fonction de la densité ggrfac(p) au pointp :

m= -]-5 o(p)dsS

e Linéaire :La masse totale est en fonction de la densitéitméép) au pointp :

m= -[z Alp) dl

Si le systéme est homogeéne, les dendigg$, o(p) etp(p) seront constantes
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I1l. Centre d’inertie d’un solide :

1) Définition : On appel centre d’inertie ou de masse d'un systéfie le

barycentre (G) des différents point (p) du soli@gdffecter de leur masse respectivement :
| GPam=3
PE(S)

La notion du barycentre été établie pour la 1éiefar Archimede dans leur expérience de
balance, ou il cherche d’équilibré le systéme desagar rapport la distance au G :
Mlm = Mzm

M1
M2

A G B

A\

Soit(0,7,7,k) un repére orthonormé ou on peut éci@tE = 0G + GP avec :

—_— X _— xG
OP = <y> , 0G = ()’c)
A Zg

Alors, dans le but de déterminer les coordonnéds,dm calcule :

j OPdm = 0Gdm + f GP dm
PE(S) PE(S) PE(S)
=0

Sachant qu€0G ) est indépendant de la me€se), nous aurons :

=g — 1 —
j OPdm & 0G=— OPdm
dm ‘Pe(s) m Jpe(s)

— 1

0G =
fPE(S)

ou I’opérateurfpe(s) représentdff, ,ff. ouf ~ouX selonle type du solide (S).

En forme générale, les coordonnées du centre ténérdans le repére orthonorf@ i, ;, k)

sont :

fpe(s) xdm 1

Xg=——""—"=— xdm
Jpeisydm e

Yo =——"= E y dm
Jpegs)dm PE(s)
Jpey?dm 1

Zg=———=— zdm
fPe(S) dm m PE(S)
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Remarque :Si le solide(S) est homogene et il présente :

- Un plan de symétrie (ou un axe de symétrie), lereatiinertie doit situer sur ces éléments
de symeétrie.

- Un centre de symétrie, le centre d’inertie serpaiat de symétrie.

2) Centre d’inertie d'un_systéme _composé&i notre systéme (S) est un systéeme

composeé, la détermination du centre d'inertie dioh&) nécessite la détermine le centre

d’inertie G; de chaque élément (i) constituant le systeme (8hse

xX; Zijll Xim;
i=1Mi

Zl:l yim;
Ye nom
Zg Ziil Zim;
i=1Mi

oux;, y;, z; sont les coordonnées des poifits
Exemple :
Déterminer les coordonnées du centre d’inertieydtesne

ci-dessous :

Solution :
Notre systéeme est un systeme composé de deux é&mam demi cercle de rayon R et un
tringle isocele.

Néanmoins, I'ax€oy) est un axe de symétrie alors le centre d'inertigerse sur cet axe et
donc:x; =0

a) Centre d'inertie du disque plein de rayon R :

Le solide est un demi disque, sa masse est doramée p

-dS =rd&dr
S

v

Ou : o estla densité surfaciqued; I'élément de surface:

. r cos @
0 <
Les coordonnées de la surf&ﬂ;e{r sin 0 avec :0<8<n
T R m 7R2
m= Ad§ = Ard&r=A rdr dé=0
S 0 0 0 2
V4 R V4

Yo -1 ydm:i yods = ~ rsinfordédr =— r*dr siné?dé?zﬁ
rn.'l. S S 0 ]R 0 0 T
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X =0
Dou: G, 4R
Y1 = ey 4

b) Centre d’inertie de la surface triangulaire :

Masse du triangle planm, =o' S, = J%ZR. R=0 R’

Calculons vy, -1 ydm=i yo ds
m S 2 S

N

Afin de calculer I'élément de surface, on partag@ibngle en petite bandes assimilable a un

rectangle de largueudty dont I'élément de surface serds, = Ldy ; avec L = DE

Etant queOA=0OB=0C=R et selon le théoréme de Thales, dans les triasglablables

ABC et DEC , nous avons%:ﬂ . L _R-y

OoC 2R R

Ce qui permet d'écrirek =2(R-y) etdoncds, =2(R-y)dy avec0<y<R

1 1 K 2 RY y)| R_R
=— yods, = o2(R- ydy=— — - =— ;
yezmsyszaRzoy( y)yRZ > 310”3
Xg, =0
Dou: G, _R
G2 3
c) Centre d’inertie globale du solide:
xG:O
AR 1R* R _,
— 2 -_R
y — Yie M YoM _ Yi6Si7Y26S, _ 37 2 3 _2 R
¢ m, —m, S -5, rRZ_R2 3m-2
2

IV. Tenseur d’'Inertie :

1) Moment d'inertie :

Soit une tige de longueur (L) et de maéder) tourne librement sur un axa),
le temps nécessaire pour que la tige atteindrevitasse de rotation fixe est proportionnelle
ar?dm.
Cette quantité est appelée Moment d’Inertid(S), elle représente la résistance d’'un

solide a une mise en rotation ou a une accélératignlaire.
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Le Moment d’Inertie est un scalaire exprimégnm?, il peut étre calculé par rapport a

un point ou par rapport a un axe.
A) Moment d’inertie de (S) par rapport un point :
Le moment d’inertie d'un solide (S) de mashe par

rapport a un point A, s’écrit :

L,(S) = f AMZdm I
Solide a)
B) Moment d’'inertie de (S) par rapport un ax8 ( V4
On appelle moment d’inertie du solide (S) par rappain axe (), la quantité positive :
L(S) = f HMz?dm
Solide
C) Expression analytique des moments d’inertie
SoitM(x,y, z) un point du solide indéformalgle).
La positionM par rapport au repére d'étude, x,y, z) est B} P

donnée par le vecteur :

L )

OM=ri=xi+yj+zk

Alors le moment d’inertie par rapport au cer@rest :
Iis =.[ rzdm.[ x% + y? + z%dm
lo) = ). )
En outre, les moments d’inertie par rapport auxsakerepére sont donné par :
Axe (0x) : A =Ipx = [, (y* +2%)dm
Axe (0y) :B = Ip, = [, (x2+z*)dm

Axe (0z) :C =1y, = fS (x% + y*)dm

Ja‘

8]

(2) axes (OV) (3) axes (0z)

(1) axes (Ox)

Moment d’inertie d’'un solide (S) par rapport aux axes du repére
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Par ailleurs, dans le cas des solides plans lesemisnd’inertie sont données en fonction de la

distance qui sépare le point M du plan de solide :
Plan(y0z) : A" = I,,0, = [, x?dm
Plan(x0z) : B’ = Iyo, = [, y*dm

Plan(x0y) : C' = Iy, = [, z2dm

Moment d’inertie d’'un solide (S) par rapport a un plan (xoy)

Remarque
Les moments d’inertie sont des quantités positwEsentées par une matrice diagonale
dans un repére orthonormé.
La somme des moments d’inertie par rapport auxspliun repere est égale au moment
d’inertie par rapport a son centig = A+ B + C’
La somme des moments d’inertie par rapport aux dxesepére est égale au double du
moment d’inertie du solide par rapport au centreegi¢ere2 I, = (A+ B + C)

2) Produit d’inertie d’'un solide :

On appel produit d’inertie d’'un solide par rapparttx plans de coordonnées
associés deux a deux axes du repeére, les quaalttdsriques suivantes :

Par rapport aux axésy et 0z (planyoz):

D=IyOZ=f yz dm
S

Par rapport aux axésx et 0z (planxoz):

E=Ixoz=f xz dm
s

Par rapport aux axésx et Oy (planyox):

F=Ix0y=j xy dm
S
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Si le systéme présente des plans de symétrie, ehajnt M est associé a un poMtsimilaire
dans le coté négative, ce qui implique :
F=1I,,= xydm=20
Plan de symétri€y0z) : woy = s %y
E=ly,=J, x2zdm =0
D=1I,,= zdm =20
Plan de symétriéx0z) : vor = s ¥
= lyor = [, x2dm =0
D=1I,,,= zdm =20
Plan de symétri€x0y) : yor = s ¥
F=lygy=[ xydm=0

y=0

Schématisation des plans de symétrie et produit diertie
Remarque

Les produits d’inertie sont des quantités de sigredconque exprimés
3) Matrice d’inertie d’'un solide(S) enO0

Les éléments d’inertie (moment et produit) sontréepntés dans la base
orthonormée R par une matrice symétrique d’ineytiies’écrit sous la forme suivante :

A —F —E
[I(S)](O,J'c',jz’,f) = _g BD _CD

Avec ; A, B et Csont respectivement les moments d’inertie par geppux axes du repere

(0,%); (0,y) et (0,7) et les élémentd, E et Fsont les produits d'inertie.

D’une fagon générale, on note la matrice d'inectime :

f (y? + z?).dm —f xy.dm —f xz.dm
L Ly —Lg] |7 * X
[1(5)](0_);_37,2)2 :ixy _Ia;y _IIyz = —fs xy.dm fs (x% 4+ z%).dm —fs yz.dm
xz vz zz
—f xz.dm —f yz.dm f (x?2 +y2).dm
s s s :
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Si le solide admet des plans de symétrie, alorg geaduits d’inertie s’annulent :

F=IL, =]. xydm=20
Plan de symétri€y0z) : woy = s %

= Iyoz = [, x2dm =0

D=1 = zdm =0
Plan de symétriéx0z) : yor = s ¥

= Iyor = [, x2dm =0

D=1 = zdm =0
Plan de symétriéx0y) : vor = s ¥
F=lyy=[, xydm=0

Si le solide admet deux plans de symétrie parmiri@s du repére, alors les trois produits
d’inertie sont nuls.

F=E=D=0
Si le solide admet axe de révolution, alors les e d’inertie par rapport aux autres axes du
repere sont égaux

(0z) Axe derévolution = A=1,=B=1,

4) Matrice d’inertie pour un solide complexe « composé

Généralement, les solides utilisés dans la scienoé de forme complexe, ils
sont composés d’un certain nombre de solide élairent

La matrice d’inertie globale du solide n’est questammation des matrices d’inertie de chaque
solide élémentaire par rapport au méme point ou axe

o)z = [loespl, + o], = locsy],

S3

/
R
S, i i

1

Solide complexg¥) composé de solides élémentairgs;)
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5) Matrice d’inertie_d’'un_solide_en _mouvement de trdation « Théoreme de

Huygens » :
Le théoreme de Huygens permeataleule du moment d’inertie d’'un solide (S)

dans n'importe poin® de I'espace, en connaissant son moment d’inentieeatre d’inertie G
par rapport au méme repere.

Soit la matrice d'inertie du solid&)(dans le repére du barycenkg(G, %, y, 7).

A  —Fg —Eg
o), = |Fo e D

Calculons maintenant les éléments de la matriagedie du méme solide (S) dans le repére
R(0,%,y,%) en fonction de{l(s)]a.

On donne :
X x X1 -
0G = <yc) OM = (y) GM = (yl) QR =0
Zg z Zq
Xg + X1
Sachant que OM = 0G + GM = <yG + y1>
Zg + 24

Le moment d’inertie du solide (S) par rapport xd&0x)est par définition :

A= j (Y +zH).dme A= f [(yy + v6)% + (21 + 25)?].dm
s s

(:)Azj (y12+212).dm+j (y(2;+zcz;).dm+2.ycf yl.dm+2.ZGj z;.dm
s s s s

Or, puisque G est le centre d’'inertie du solideqi$h :

( (
j xX.dm =20
S

jm=6@<jy1.dm=o
S S

f z;.dm =10
\Js

Aq =f 2 + 22).dm)
S

\
Et donc :
A=A; + m(yé + z8)

De la méme facon, les autres éléments de la matirertie sont :
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« Les Moment d'inertie B = B; + m(x2 + z&) etC = C; + m(xZ + y2)

* Les produitd’inertie D = D; + m.y;.zg, E =E; + m.xg.zg et F = F; + m.x;.y¢

6) Matrice d’inertie d’'un solide en Mouvement rotatiorelle :

Soit un solide (S) en mouvement de rotation papadpa un repéere fixe
Ry(0,%4,¥0,75). Le reperer, (G, x7,y;,2;) est le repeére lié au solide.
La matrice d’inertie du solide (S) par rapport apére fixeR, est obtenue en utilisant un
changement de base du repére mabjleers le repére fix®, a I'aide d’une matrice de

passageé/P selon :

[I(S)](Ro) = [MP]ER1—>R0)[I(S)](Rl)[MP](R1—’Ro)

7) Axes principale d’inertie :

Dans une base orthonormég(0, X, y, Z), la matrice d’'inertie est de la forme :

A —F —E
[I(S)](O,J'c',jz’,f) = _g BD _CD

Si on peut trouver une base de méme ce@tréans la quelle on peut diagonalise la matrice

d’inertie selon des vecteur propgse, etes.

A 0 0]|e
[I(S)](O,J'c',jz’,f) =10 B 0 e_2)
0 o cll|g

Cette derniere est appel base principale ou les vecteur propegs, et e; sontles axes

principaux d’inertie.
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|. Introduction :

La cinétique traite les relations associant lesndgars cinématiques tel que
déplacements, vitesses, accélérations et la réparties masses dans I'espace (centre de
masse, tenseur d'inertie). Ce chapitre introduindevelles grandeurs vectoriels et scalaires
comme :la quantité de mouvement et d’accélération, le nanognétique et dynamique et
I'énergie cinétique

[I. Torseur cinétique :

On appelle torseur cinétique au un point fixe (A) du repére d’étude le torsdant

les éléments de réduction sont la quantité de nmame et le moment cinétique du

systéme.

1) Résultante cinétigue « Quantité de mouvement » :

A) Point matériel :

Soit VO(M )le vecteur vitesse d'un poikt ayant une massa en mouvement
par rapport a un repere orthonorme #%€0,%,,Y,,20) -

On appelle quantité de mouvement du pMnta grandeur vectorielle :

B) Systeme discret :

On appelle la quantité de mouvement d’'un systeme jgi@ints matériels de

masse |, la grandeur vectorielle :

C) Systeme continue

Soit (M) un point matériels du solide indéformal§®) associe a la vitesse

absolue , la quantité de mouvement du systéme de massest donnée par :
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2) Moment Cinétique :

A) Point matériel :

On appelle Moment cinétique du poidt et de massen en mouvement par

rapport a un repére orthonorme f&(O,%,,Y,.20) 1€ moment de la quantité de mouvement

par rapport a un point quelconque A di:R

B) Systeme discret :

On appelle le moment cinétique total du systemesBenble des moments des

guantités de mouvement élémentaireslesn points du systéme par rapport au point A dgu R

C) Systeme continue :

Pour les systemes continues, le moment cinétiqueedsie par :

[1l. Propriétés du torseur cinétique :

Soit (M) un point du solide indéformable (S) de seas et de centre G en

mouvement par rapport & un repére orthonorméixe, %, Y, . 2o) -

1) Larésultante cinétigue

La quantité de mouvement du systéme s’écrit en timmcdes grandeurs

massique comme

# 4

Par définition, nous avons :
(R ll$
Et donc,

—% "$& $
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2) Le moment cinétique :
On appelle moment cinétique au point A le momeneltieur vitesse au méme point A :

A) Larelation de transport :
Par définition, le moment cinétique au point A eteBpectivement est :

~

Calculons alors,
) - % *  (&! (!

Sachant que n’est que la résultante cinétique, donc on dit lgumoment cinétique obéit a la
relation de transport générale et doncon a:

Lx (!

B) Théoreme de Koenig relatif au moment cinétique vement de translation»:

On appelle référence de Koenig, le référence dont les axes sont issus du

centre d’inertie G et constamment paralleles a ckusepere fixe- (Q:{ 0).

Le théoréme de Koenig sert a relier le moment jnétau centre de masse (G) du solide dans

le repere fixel avec celui dans le repere mobille, selon:
3 34- $ !

Utilisant la décomposition de mouvement et sachaatQ:{ 0, la vitesse absolue au point

(M) est donné par :
$ *
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Ce qui implique :
3 $ 1< $ = =
= 3 $ 1! $ > $ 1!
Or que? $ Ocar G est le centre de masse du systeme et panitidéfile

deuxiéme terme n’est que le moment cinétique danspeéere mobile :
3 $ !
On a donc I'égalité suivante :

3 3
Et par conséquent le théoréme de Koenig applidaéralation de transport donne :
§* S

C) Moment cinétigue d’un solide indéformable en mowrgrguelconque :

Dans ce cas le repere du barycentre n’est plusaaslation direct par rapport au

repere fix@QZ{ A 0B. Le moment cinétique du solide indéformable estdgdinition :

s $ 1

Utilisant la cinématique du solide, la vitessedhs au point (M) est donné par :

$ *Q!'S$
Alors,
3 $ 10 $ *Q! B
= 4 $ ! $ ol $ 19Q1$ &

Or que? $ 0 car G est le centre de masse du systeme, d'autréepdeuxiéme
terme est calculer de la maniere suivant :
On définie les vecteur suivant :

Qp o3

Q CQeG $ HIsK
QF J3

Dr. K. KHELLOUFI & Dr. L. NOURINE | 55



Chapitre 05 Cinétique et Dynamique des Solides

CalculonstQ ' $ &:
Qedz ) Qrls
Ql CQr53 ) QpJ3G
Opls ) Qe53
Par la suite :
13%Qp 13 ) Qe538 ) J3 Q53 ) Qpls
$ 14O & LIsHQeds ) Qrlsd) 554005 ) Q558M
53 Q53 ) Qplz ) 13%Qed3 ) Qrl3é

Qp 65* 75 ) Q5313 ) Q533
=% 1%Q1 & CYQ53l3*Q 75 %55 D Q13156
DQe5333 ) Qelgds > Qp 65 * 55

Alors,

63 > 78 D 5313 ) S3J3 .

$ 1uQI$ & ™ Byl > 7} > 5) D 53J3 T CQeG
T OF

pRPY

53J 15J * 6N * 5N
P) 3dz ) 3J3 3 > 53 s

=% Q! & V3 Q
D’ou le moment cinétique total pour un solide iradéfable en mouvement quelconque s’écrit
donc :
3 V3 Q
Néanmoins, si le moment est calculer par rapportpomt quelconque (A) du solide

indéformable tel que yx 0 sa valeur sera calculer par :

vV Q
La matrice d’inertieV est obtenue par l'utilisation du théoréme de Huggé€@hapitre
précédant)
Remarque :

. Si la rotation a lieu autour d’'un axe fixel7 , et que cet axe est un agancipal

d'inertieon a :

Ve Q
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IV. L’énergie cinétigue :
1) Définition :
L'énergie cinétique est I'énergie qui posséde umpgo(solide) lors de son

mouvement, elle est exprimée en Joules et égalejaantité scalaire suivante :

Z; ] N

2) Théoréme de Koenig relatif & 'énergie cinétique :
Soit (M) un point du solide indéformable (S) de seas et du centre G en

mouvement par rapport au repére fide dont I'énergie cinétique est :

Z; i "

Et 1~ le repére de Koenig (barycentre) le repére ligaide (S), la relation entre I'énergie

cinétique par rapport aux deux repéres est obtpauk décomposition du mouvement ou :

$ *
Ce qui implique :
\ N
Z e < $ * =
-1
\ \
=z = N * % * N
- 1 1
=~z  gNx $— $ *Z
_ ] # _
Or que? $ 0 car G est le centre de masse du systeme, le théaténdoenig est
alors :
<.\
Z Z *= $N
- =]

Le débit d'augmentation de I'énergie cinétique daysteme continue dans un repere Hxe
par rapport a leur énergie dans le repere mméile’est gue I'énergie cinétique qui possede
son centre de masse dans R

3) L'énergie cinétique d’'un solide indéformable :

Soit (A) et (M) deux point du solide indéformablegus pouvons écrire I'énergie

cinétique a l'aide de la cinétique de solide sau®ime :

Z; - @  *Qv B
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=4

| ~

= Qv o &
]

Selon les propriétés de produit mixte, nous avons : %Q ! & Q< ! =

=Z \ < $ -*\Q < ! =
- 1 1 ]
— 7 \ " \Q
- 1 17 °
Alors, on conclue que I'énergie cinétigue est ledpit entre le torseur cinématique et
cinétique :
\
=z b Pcde of
- a ]
Cas patrticulier :
» Si A estle centre de masse du solide indéformable $ =, alors::
\ \ g
z = $N*=Q V3 Q
- 1 17

h _ i ‘2 o .
M | k9 I ' estI'énergie cinétique de translation
. ;m“ 0y m est I'énergie cinétique de rotation

Si le solide a uniquement un mouvement de trasiafiénergie cinétique totale est :

\
Z a3 $ "

Si le solide est en rotation pure autour d’'un axe f*/7 , I'énergie cinétique totale est :

\ g
Z 7, 7S

V. Torseur dynamique :

Les éléments de réductions du torseur dynamiguesont respectivement la quantité
d’accélération et le moment dynamique.

1) La résultante dynamique :

Soit (M) un point du solide indéformable qui estumement par rapport a un repére
fixe Ry par une accélération absolue :
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On appelle la quantite r la quantité d’accélération du point (M), elle riegente

la résultante du torseur dynamique notégpar
Néanmoins, la résultant dynamique peut s’écrit @mction du centre de masse du solide

comme :

= JE— I
a = m

S’il y a une conservation de la masse, la quadi&écélération est égale a :

q r
2) Le moment dynamigue :

Le moment dynamique par rapport & un point quelaerte repere est le moment de

la quantité d’accélération par rapport a ce point :

1-—
-

S
Le moment dynamique obéit & la regle de transpestrdoments :
S s-* (!'¢g
Par conséquent, le torseur dynamique s’écrit :

tqu Vv W
S

(L]
-

3) Théoréme de Koenig relative au moment dynamigue :

Par définition, le moment dynamique au centre dese&G) du solide par rapport au

repere fixe 1 est:
S3 $ Ir

Utilisant la décomposition de mouvement et sacljatQ "’ 0, I'accélération absolue au
point (M) est donné par :
r r $ *r-

Ce qui implique :

S3 $ I<r $ *r- =
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©&s; r $1 $ > $ Ir-

Or que? $ Ocar G est le centre de masse du systeme et panitidéfile
deuxieme terme n’est que le moment dynamique adarepkre mobile :

S3 $ Ir-
On a donc I'égalité suivante :

Sz S3

4) Relation entre le moment dynamigue et cinétigue :

La dérivée du moment cinétique Amlonne :

— — ! ! * r—
# # # #
D’ici on peut écrire :
1 J— I 1

S ST # i ' ) P

Sachant que:—gX < ) = alors,
[ < ! =
S ; D $

e Si A est confondue avec le centre de masse y $ =, et si A est un point

géomeétrique fixe OBon a:
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Chapitre 06 = Principe fondamental des Dynamiques des Systémes

[. Introduction :

La dynamique est I'’étude du mouvement d’'un solabegs) matériels en liaison avec les
forces qui s’exercent sur lui. L'objectif de ce phee est I'étude des théoremes généraux

régissant la dynamique et le mouvement du solide.

II. Rappel sur le torseur des forces extérieures

Une forces est une action capable de produire ouathfie un mouvement ou crée une

déformation.

Les efforts appliqués sur un systéme matériels greudtre représentés mathématiquement par

un torseur de force ou d’'action comme :

-

F
[Fel,o = {—>
/o M/o

Pour un systéme matériel (S), le torseur des sffertérieurs exercés sur un solide sera

'ensemble des forces présenté dans le systerass eblples de ces forces.

ZE P f dF
[Fe]/o = =

L
ZM/O(E) ZOML/\ﬁ fozwl/\dﬁ

[1l. Rappelle de la dynamique des particules :

La dynamique des particules est régie par desipaadases sur les lois de Newton, qui sont

définie comme :

A) lére loi de Newton: dans un repéere fixe (RO), aeticule (A) de masse (m)

totalement isolé posséde une Quantité de Mouvement

P =mv(4)
B) 2éme loi de Newton : une particule (A) est soundistes actiong de I'appart d’'une

autre particule (B) a l'instant (t) sont mouvemest régi par le Principe Fondamentale

de la Dynamique :
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> Fos = my(A)

C) 3éme loi de Newton : deux particule (A) et (B) simira des forces extérieur et au

méme temps ils sont en interaction entre euxJiga d’action nous avons :

F1/2 = _F2/1

C’est le principe action-Réaction

V. Principe fondamental de dynamique appliguée aux st&smes mateériels :

Dans ce cas, on cherche a généralisation du PFD mbint matériel a un principe
fondamental qui s’'applique aux systemes matériefgtimus et discrets. Cette généralisation
n'est que I'égalité entre le torseur de forceseetarseur dynamique dans un point fixe du
repere d’étude.

Foxt n
[Fel , = [D],0 & Zﬁﬁ=@}

Il en résulte deux équation vectorielles sont :

Foxt = my°(6)
ZM ( )_ dao

Cas particulier :

Si (A) est un axe principale d’inertie passant par iatde point (o) donc :

daog dq
ZM (F) = =hg; dt
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V. Théoreme de I'énergie cinétique :

1) Puissance et travail de force :

A) Point Matériel : La puissance d’une forcg appliquée a un point

matériel (M) de vitesse(M) a l'instant (t) est :
P =F.v(M)
L’'unité fondamentale de la puissance edVtts

En outre, le travail élémentaire accompli pendamiervalle du tempsdt) :
dW = P dt & dW = F.v(M)dt
Sachant queu(M) = Ci)—tM donc :

dW = F.OM

L'unité fondamentale du travail élémentaire &=tle

B) Systeme MatérielsSoit (A) et (M) deux point du solide indéformable

(S), la puissance est donné par :
P= f vO(M). dF
Utilisant la cinématique du solide, la vitesse ainp(M) est donnée par :

vO(M) = v9(4) + QA AM

Donc, la puissance sera :

P =](F(A)+§AW).dﬁ
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o ::ﬁ(A)fdmf(mm).dﬁ
Utilisant les propriétés du produit mixte nous avon
f(mm).dﬁ :ﬁf(mAdﬁ)

Par conséquent, la puissance des efforts d’'unragstaatériel sera le produit entre le torseur

cinématiqud V] et celui de forcéFe] :
P :;S(A)fdﬁ+ﬁf(mAdﬁ)
SP=v0(A). Y Foy + 8. ) M_(F)
o

&P =V, [Fel,

2) Energie Cinétigue :

A) Systeme matériel discret’énergie cinétique d’'un systeme discret est

définie par :

On a alors :

Connaissant que :

1)

— g
=m;y
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Donc :

Alors, la puissance des efforts intérieure et éatds est égale a la dérivée de I'énergie

cinétique du systeme par rapport au temps :

P = Pint + Pext

B)  Systeme matériel continueSoit (A) et (M) deux point du solide

indéformable (S), I'énergie cinétique du systentedénie par :

1 P — dEC _
E; =§fv°(M)2 dm = el va(M) yo(M) dm
On remplace la vitesse au point M par la cinématida solide, on trouve que la dérivé de
I'énergie cinétique dans un systéme continue égalproduit de torseur cinématiqlig] et le

torseur dynamiqufD]:

dE,
dt

=f(ﬁ(A) + G AAM) YOO dm =W(A)jy0(1w) dm+f(ﬁ’/\m) YO0 dm

@%zﬁm)fm dm+§f(m/\m) dm

dt
dEc —0> — —_ —
dE
o —==[V1s.[Dl4

D’autre part, sachant que le torseur dynamique égatorseur de fordd], = [Fe],, on

définie le théoreme de I'énergie cinétique :

dE,

E = Pext = [V]a.[Fels
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VI. Conservation de I'énergie mécanique :

Le théoréme de I'énergie cinétique pour un systéoméinue est définie par :

dE,
dt

= Popr & dE, = Py dt = dW

Si toutes les forces du systeme dérivent d'un pitieft) on a alors :

A partir des équations précédentes, on trouve que :
dE, = —dU & d(E,+U)=0= E.+U = (t®

On appelle I'énergie mécaniqug,, totale du systéme la quantité conseEyé+ U par rapport

au temps.
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Chapitre 07 Etude des Systemes Dynamiques

I. Dedgrés de liberté et coordonnées généralisées :

1) Degrés de liberté et contraintes :

La mécanigue de Newton a montré sa puissancesieigteon dans nombreux
cas dynamique a l'aide de ces trois principes andevement d’'un systéme quelconqueNde
particules est obtenu par la résolutionNléquations vectorielles différentielles di"2ordre,
mettant en jelbN constantes d’intégrations, correspondant aux ipasitet vitesses initiales
desN particules.

Par ailleurs, cette description doit étre indépatside I'observateur, car toutes
les points matériels sont soumis a des contratitesmatiques qui restreignent leur liberté de
mouvement et définissent leslations de liaisorentre les points. Ce qui se traduit par une
invariance de la forme des équations lors d’'un gharent de référentiel.

Il y a cependant des circonstances ou I'applicatieda mécanique de Newton
est délicate C’est lorsqu’'un systeme meécaniquege van nombre et en genre, Comme
exemple :

Corps rigide : la distance entre deux points doit rester constante

(ri - rj)z = cj

Pendule :les coordorinées cartésiennes obéissent a la cdatrai

R R x2+y2=l2

D’une facon générale, s’il y la contraintes imposées sur un solide indéformabke, |
degrés de liberté réels du systéme caractérisalyniamique se réduisent en :
n=3N—k
Cela signifie que la formulation newtonienne dengand résolution d’'un trop nombre
d’équation aved liaisons qu'’il faut I'étudier afin d’appliquer fgara métrisation minimalsur
les problemes du systeme a résoudre.

2) Contraintes (liaisons) holonomes :

Sont les plus courantes, elles sont définies parréiations implicites, reliant

entre elles les positions dans la configuratiotaimsnée;, sans faire intervenir les vitesses :

f(T), Ty £) =0
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Si la contrainte holonome dépeasgplicitement du temps, elle est ditfheonéme sinon elle
est diteSclérondome(stationnaire).

Une liaison holonome permet de réduire le nombrdeatgés de liberté du systéme (ddl) d’'une
unite.

Exemple :Pour un systeme spatial de 2 massg®tm2 reliées par une barre rigide de
longueurl, les positions instantanées; et r,; sont reliées par une relation scléronéme de
type :

f,m5) =0
Car la variation des positions des masse dansadesest données par :

3
D @ - =1)

Donc, parmi les @legrés de liberté du systeme, la connaissance de 5 est suffisante pou
caractériser 'ensemble des positions de cette lukns I'espace.

3) Contraintes (Liaisons) non-holonomes

Ces contraintes ne répondent pas a la définitiéodatente, elles sont souvent
du type :
f(F7ym56) =0

Ou Iesﬁj sont les vitesses associées Rjixcette relation n’étant pas généralement intégrabl
et ne permet pas de réduire le nombredieu systeme.

Exemple : On considere une sphérg) (de rayonR et dont les coordonnées de son
centre sont donnes pag,(Y., z) dans le reperd=y).
Cette sphére est assujettie a rouler sans glissetans le planA) ce qui signifie que la vitesse
du point de contadtentre la sphere et le plan est nulle, elle est&anepour §) et (1), ce qui
se traduit par :

V(I € S/RO) = V(I € /R0) =0 < V(C € S/R0O) = Ci AD(S/R0)

Ce qui donne les équations non-holonomes suivante:

{x' = R(—¢"sinfB cosy + 6° cos )
y* =R(—¢"sinfBcos¢p — 0 cos)

Alors que pour résoudre ce probleme indépendamicheriype de contrainte imposé sur le
solide il suffit d’exprimer les lois de la mécangyan fonction des coordonnées indépendantes

non pas en coordonnées habituelles de postfiaveci = 1,...,N
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Ces coordonnées indépendantes connues sous le Goordonnées geénéralisé» désigne les
parametres de configuratiag) en fonction desquels on exprime les déplacementsut les
points du systeme :

7, =7(q e o G t) avecj=1,...n
Par la suite la vitesse associées sera en fora#ion

._aCIj
U=

Il. Principe de travail virtuel:

Le du Principe des travaux Virtuels sert a carasérl’équilibre mécanique d’'une
structure en manipulant des quantités scalairesgiir et énergie) plutét que des quantités
vectorielles et tensorielles. Autrement dit, comtfaire disparaitre les forces de Iiaisﬁhen
expriment les lois de la dynamiques de n degrédilgeté uniquement par les forces
extérieurm.

1) Principe d’Ambert :

Considérons un point matéri@l, associée a une massg soumis a un champ
de forcesX qui peuvent étre des forces volumiques données oudagrefforts de réaction di
aux conditions cinématiques imposées au systeme.
L’équilibre dynamique est caractérisé paPkD :

myr — % =0

Imaginons une trajectoirgf(t) distincte der,(t), mais suffisamment proche. On définit le
déplacement virtua¥?; a un instant arbitrairedt = 0 par
on,

oqy

o7 = 1 () = Ti(H) = ) = 8qy
k

Ce déplacement virtuel représente un écart paorapp déplacement réel qui met en jeu une
translation correspondante dans le temps ainsnggventuel travail des forces de liaison.

Le principe de d’Alembert stipule donc que les sedégplacements virtuels possibles
pour une particulet du systéme sont ceux qui sont compatibles avetotess (internes ou

non) de liaison et donc n’engendrent aucun travail.
oW = Z(Fext + Fllalson)a 57‘_“) = Z(Fext)a 5@
a a

On remplagant le déplacement virtus¥, par sa formule en fonction des coordonnées

généralisées, on trouve :
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. n o7 n
—_— T,
W =Z (Fext)aza_a 8qxk =ZQk 8qxk
a=1 =1 Ak =1

Etant que N nombre des coordonnées du systamle,nombre de degrés de libené&8N-k)
Remargue :
* Si les contraintes ne varient pas au cours du tgeg®raintes Scléronébmes), alors le
déplacement virtuel est équivalent a un déplacemndeht
* Le principe de d’Alembert ne se vérifie que paxfiérience. Pour se convaincre malgré
tout de sa validité,

2) Forces généralisées :

Sachant que dans un déplacement virtuel I'écarpsesst nulle, le travaille
élémentaire du systéme s’exprime en fonction desfogénéraliség, telle que :
N, T
=), (Pt
Ces forceintérieureset extérieuresau systeme peuvent étre classées selon leur type
(élastiques, conservatives, dissipatives, ...)u@ermet de formuler les équations de Lagrange
dans un cadre tout a fait général. Ces forcesditas conservatives si le travail
virtuel associé est récupérable.
Exercice 01:Utilisant le principe d’Ambert, trouver le travai

élémentaire établie par un pendule simple de lamgiue

Le systeme obéit aux relations suivantes :

x =lcos@

2 2 _ ]2
XAyt = :{y=lsin9

Passant aux coordonnées généralisées :
87 = 6xi+ 8y] = —1lsin0 60T+ lcosO 56 ]
S =160y

Alors, le travail élémentaire établie par un peedul

W = Z(Fext + Fllalson)a 5@ = Z(m)“ 5@ = (ﬁ + ?)5?
a a

D’apres le principe d’Ambert, la seul force agidssur le systéme e#t la force de liaisoff
ne travail pas caf' L 8%, donc :

SW =P 6% = —mg sin0 1660 ug
Par la suite, la force généralisée sera :

Qp = —lmgsin 0 ug
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3) L’accélération généralisée :

D’aprés la relation fondamentale de la dynamiquédrdeail €lémentaire des
forces extérieur lors un déplacement correspondeavariation d’énergie due a une variation

d’'impulsion mesuré dans un référence galiléensgquraduit par :

W = Zmar 81, = Zmava(Sraug

Remplacgant le déplacement virtai, par :

a —_—
ZO_ qrUg

On trouve :

an
Z MuTy 5ra Z mava 5q}c - Z Ak SQkue
a

Etant que les coefficient, sont des forces souvent appeler accélération gieseer

I1l. Equation de Lagrange:

La forme proposée par Lagrange est la forme la ghreérale car elle ne se
limite pas aux systémes conservatifs, elle s’ex@ren fonction des coordonnées généralisées

de la maniére suivantes :

k — 4 mavaaqk _dt 4 mavaaqk 4 ma’vadt aqk Ug

D’autre part, et puisque nous avons des vitessekplacement est réel :
ara or,

dqy + ——dt ug
ak

dF; =
i dt

Par conséquent, la vitesse sera donné par :

_ dr; ara dqx N or,
Cdt aqk dr | ot

Par ailleurs, le deuxieme terme dlg se simplifie en :

d (o, Z ara 6 0T, it
dt \dqy ~dt dq; aqk at aqy
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L (a@)_ 0 ., 0%
at\aq,) ~ £idqi0q, ™ " 9tdg,

A o ., 0%
dt\dq.) ~ 94\ L 94 U™ ¢

@d or, _aﬁ
dt \dqy _aqi

Car —est une fonction deg et du temps uniquement, aI0|§—
0qx k

En regroupant tous dans I'’équation de I'accélénag@énéraliséd; on obtient :

P z N Z 0V,
k — dt MyVqy aqk MyVqy aqk
a
D gmei ) =g g e
A = dtaqk g MaVe |75\ L3 Mava
a

Comme I'énergie cinétique totale dé particules constituant le systeme est la somme des

énergies cinétiques de chaque partieuldu systéme :

1
T :ZT“ =Z—mava
2
a a
Et donc l'accélération généralisée sera :
A, = d 9 T 4 T
kT dt 2qy, 0qx
En outre, Le principe de d’Alembert permet doncréécrire la relation fondamentale de la

dynamique sous la forme :

n

Z(Ak —Qr)6q, =0

k=1
Ou lesn déplacements virtuel8q, sont quelconques et indépendants. Cette indépeadan
découle directement du fait que les contraintest smtonomes ce qui donne I'équation

dynamique de Lagrange:

d aT oT _
dtdq, OJqy ook

Ou les force®,, sont obtenues a I'aide de I'équatiof,; = Z{}’zl(m)a%

k

Néanmoins, la variété des forces exercant sursese (type de force) permettant de formuler
les équations de Lagrange dans un cadre tout géaéral.
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A) Forces conservatives :

Sont des forces ou le travail virtuel associé ésupérable, ainsi qu’elles
dérivent du méme potentiel pour chaque particule systeme :

F,=-V,V=—

Ora,i
Etant que i compteur des coordonnées de I'espace
Alors, la force généralisée s’écrit :

av ara'i
Qx = —Z Z
= ; ara,i aqk

av
g
PuisqueV(q;) est fonction dey, uniquement et non pas du temps, on définlealgrangient
telque: L=T -V

S Q=

Et lesn équations de Lagrange seront donné par :
doL oL 0
dtdq; Oqi

Cette équation doit évidemment redonner la relatmmdamentale de la dynamique. Donc,

Pour une particule La force généralisé sera égale a
oo __w_,
dqx dqx k

L | oA . .
Alors que = doit étre égale a la dérivée temporelle de I'i'sfmul généralisée —equivalent
k

d’'une quantité de mouvement-
oL d

= S — =
aq; dt Pr = Qk

On remarque que l'on peut encore mettre les équatiu mouvement sous la forme

Pk

lagrangienne ci-dessus méme si le systeme n’estqeervatif dans le sens usuel. Il suffit que
I'on puisse définir un potentiel généralis€q, g’ ) tel que la force généralisée s’écrive :
dov oV
¥ dtag, gy

B) Forces dissipatives (Fonction de Rayleigh):

Ces forces sont de sens opposé au vecteur viteseatées dans la méme
direction. Elles ne dérivent pas d'un potentiel fmégénéralisé) et elles sont fonction du

module du vecteur vitesse.
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En outre, les liaisons non-parfaites peuvent éissightives, c’est souvent le cas dans les
systemes réels ou on peut toujours écrire les imsadle Lagrange sous la forme :

d oL 0L

dtoq, g

Ou Q; sont des forces généralisées dissipatives qurigadt généralement sous la

forme F; = —k;v; (comme exemple les forces de frottement), cesefopeuvent s’obtenir a

partir d’'une fonction, appelédenction de dissipation de Rayleigiéfinie par :
1
F = EZ(kxvgx +kyvgy, + k,vZ;)
a

oF
Avec Q, = aaL

Remarque :le travail virtuel de ces forces dissipatives saig sur le systeme est non-nul.
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|. Introduction :

Contrairement a la description de Lagrange quicgapagne chaque particule de son
mouvement en indiquant a tout instant t la trajeet(position) d’un élément au quel il est lié
dans le systéme; la description d’Euler permet efgnrer a tout instant t la grandeur et la

direction de vecteur vitesse des particules quedgitdeurs endroits.

Il. Définition systéme ouvert :

Un systéme ouvert est un systegue interagit en permanence avec son environnement.
L'interaction peut se faire via des informations,|'dnergie ou des matieres transférées vers ou
depuis les frontieres du systeme.

Le concept de systeme ouvert a été introduit premient dans le cadre de la
thermodynamique. Son utilisation a ensuite étéiatans les théories de I'information et des
systemes naturels et sociaux.

Le systéeme ouvert en régime permanant échangerdatiare ou de I'énergie de fagcon
continue avec le milieu extérieur en conservantvsembles d’état par rapport au temps, cela
signifie que sa masse reste constante et par aomselp débit massique d’entré et de sortie
sera le méme :

Moyt = Miy,

En outre, les variables d’états tels que I'énengiernelU, la vitessev et I'enthalpied

restent constantes en fonction du travail et dpibntité de chaleur fournie par le systeme :
Hout + Ec,, + Ep oy — Hin — Ecpy, — Ep, = W + 6Q

Cout Cin

Exemple :

* Une turbine tourne avec vitesse constante : emeegiermanant, la température et la
pression reste constante dans le temps en touts gwoisystéeme malgré ils ne sont pas
homogene en espace

 Un moteur d’essence: malgré son fonctionnemerdrredtif, la température et la
pression sont les mémes a chaque instant d’obganagirés un entier de cycle.

* Ecoulement des fluides : les fluides incompressildgoression, la vitesse et énergie

potentielle sont uniformes sur toute sectitenla surface de systeme.
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Chapitre 08 Dynamique des Systemes Ouverts

I1l. Loi de la conservation de la masse :

Soit un systeme ouverf]) de volume (V) contenue dans une surf@gelimité dans le
référence d’étude dite « surface de contrble ».

A travers de cette surface de contrdle I'échange keu avec le milieu extérieur.

—>»dS

nw) —

La masse contenue dans le volume (V) est défirrie pa
« Alinstantt : M(t) = [ff, p(,t)dV

« Alinstantt + dt : M(t +dt) = fffV p(# t+dt)dV
Donc la variation de la masse totale par rapporv@lume totale du systeme lors du

mouvement entre le temp®tt + dt est :

dM = M(t) — M(t + dt) = Hf [p(7,t) — p(#, t + dt)]dV
14

dp(7,t
dmzﬁf P01 ae
ST

D’autre part, la masse qui traverse la surfacepé®dant l'intervalle du temp#, avec

la vitessev est donné par :

M* = # p(7 B dS dt
S

Comme M¢ing = Minitiar + dM
La masseM™ est égale aussi d* = Mipjtiq) — Mring = —dM
Et donc on montre I'équation intégrable de la coret@n de la masse dans un systeme
ouvert :
M*+dM =AM =0

L — dop(7,t)
(:)# p(r,t)yvds +fff dV =0
s v ot

Utilisant le théoreme @strogradskj on obtient la formdocale de I'équation de la

conservation de la masse connue sous le nom :iéquke la continuité

d N
—p+dwf3=0
Jt
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Chapitre 08 Dynamique des Systemes Ouverts

Remarque :

Le théoreme d’Ostrogradski calcule le flux de diwgrce comme :

ff Wﬁde# o(76)5 a5
|4 S

IV. Loi de la résultante dynamique « la quantité de moeement » :

Soit un volume (V) contenue dans une surfdeecontrdle (S) fixe dans le repere

d’étude, utilisant le PFD nous avons :

., dP(®) dM(t)m
ext = Tt dt

d—)
= Z Fext - T 35 (t) 1;(;)

Sachant que(t) = cte par rapport au temps :

> T = 5200 = M vD
ext dt

_— - - 52 ap(f‘)lt)e
(:)ZFextzjgg vp(r, t)vdS +fff vd
s y ot

. L= dP(M=cte)
S ) Fop = # vp(F,t)vdS + ————
g dt

En outre, les forces surfaciqgues ou de contactsemte ledébit de la quantité de
mouvement
En cas du régime permanant, les forces volumiqoneg a l'intérieur de la surface de
contact (S) sont constantes :
dP(M = ct)
—
Ceci définie le théoréme d’Euler qui relie la somaes forces extérieur avec le débit de

Z?x;:# B (7, )3 &S
)

=0

la quantité de mouvement :
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Chapitre 08 Dynamique des Systemes Ouverts

Si le systéme est unidimensionnelle, le théoreraelldr est donné par :
Z Fexe = Qm(v_z) - 17_1))
Avecq,, = pl

V. Loi du Moment cinétique :

Le moment cinétique,(t) totale en o de la matiérg]{ contenue a l'intérieur de la
surface de contrble (S) est définie par :

() = jn (04 A 5(A)) dM

Utilisant le PFD nous avons :

D () = 2 = [ @ sy am

dt  dt
R dOA ., dB(A)
= Z MO(Fext) = f W/\ U(A) dM + f OA N dt dM
Il Il

. .dM
+f (OAND(A))—
I dt

Sachant qu@4 et v(t) = cte par rapport au temps :

D ¥(Fe) = | (@n 5(4) o = (04 A 5(4))am

= ZF_Z - #; (0ANBA)) p(F,0)T dS + ﬁfv

9p gz 2 (04 A B(4)) aV

dog(M = c*)
dt

= Tt = # (04 A 5(A)) p(7,0)3 a5 +
S
Etant que gjﬁs (ﬁ AB(A)) p(F )V ds le débit du Moment Cinétique a travers la surface de
contréle (S)

VI. Loi de I'énergie cinétique :

Pour un systeme ouvert I'énergie cinétique esnigfiar :

10
E, = —f B(A)? dM
2J
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Chapitre 08 Dynamique des Systemes Ouverts

Utilisant le théoreme de I'énergie cinétique egini@ar :

_dE_1d [ oo
_dt_ZdtHv()
‘:’?_1f dﬁ(A)ZdM+1f "Asz

_Zn dt va() dt

Sachant que(t) = cte par rapport au temps :

1,
P =S H(4)*AM

- 1 - 2 - > 74 1 ap(Fl t) - 2
= Z Foyr = 5# v(A)* p(r,t)vdS + Efff 5% v(A)° dV
s v

_ . 1 . s xR dEC(M — Cte)
S

Etant que %5@55 B(A)? p(#,t)D dS le débit de I'énergie cinétique sortante de la surfa&
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