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Préface

Les problémes issus des sciences expérimentales et appliquées (physique, chimie, biologie,
mécanique,. .. ) ont joué un grand role dans 'histoire des Mathématiques. Cette interaction
a entretenu et entretient des relations étroites tant avec I’ Analyse réelle et complexe, qu’avec
I’algébre et la géométrie. Il est donc devenu impérieux de collecter d’une maniére moderne
et efficace les différents outils mathématiques et les présenter dans des ouvrages et des
brochures en tenant compte des besoins pédagogiques et didactiques des étudiants dans
leurs apprentissages.

Ce polycopié du cours a comme ambition de présenter les concepts de base permettant
de discuter quelques problémes classiques du calcul matriciel que I’étudiant universitaire
ou des écoles supérieures rencontrera incontestablement lors de son parcours de formation
scientifique. Tout en donnant des méthodes de portée générale, ce document présente aussi
quelques situations particuliéres, telles que le calcul fonctionnel sur des matrices.

Ce polycopié intitulé "Mathématiques avancées de I'ingénieur : Théorie et pratique de cal-
cul matriciel" est composée de six chapitres. Dans les deux premiers chapitres, on rappelle
quelques notions de base utiles pour la suite du travail. On commence dans le chapitre 1
par la donnée de la définition d’un espace vectoriel et ses différentes propriétés élémentaires
ainsi que la notion du produit scalaire, la norme euclidienne et le concept de 1’orthogona-
lité. Le deuxiéme chapitre est une synthése du cours sur les matrices, de la premiére année
du premier cycle universitaire. Le troisieme chapitre est réservé a I’étude de la similitude,
la décomposition et la réduction des matrices. Dans le chapitre 04, on traite la notion
du pseudo-inverse et de l'inverse généralisé d’une matrice qui n’est pas forcément inver-
sible. Nous abordons dans le cinquiéme chapitre les notions des A—matrices et le calcul
fonctionnel matriciel. On donne au sixiéme chapitre quelques exercices d’assimilation et
d’illustrations corrigés.

Ce cours est le fruit de I'enseignement dispensé par I’auteur au sein de I’Ecole Supérieure en
Génie Electrique et Energétique d’Oran (ESGEEO), il s’inscrit dans le cadre du programme
officiel du module d’algébre linéaire et celui des mathématiques avancées de l'ingénieur
(MAI). Ce travail se démarque par un souci pédagogique réel de faire comprendre les
concepts aux étudiants, aussi bien par la clarté des explications que par la pertinence des
applications. Une autre particularité est la richesse des exercices proposés a la fin ce cours.
La présentation est exceptionnellement claire, les preuves, les illustrations et les exercices
proposés sont données avec grand soin.



L’auteur.
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Notions sur les
espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels

Espace vectoriel :

Définition 1.1.1

Soit K un corps commutatif (K = R ou C). On appelle espace vectoriel sur le corps K
tout ensemble non vide E muni d’une loi de composition interne notée additivement
7 4+ 7 et d’une loi de composition externe notée multiplicativement ” x ” tel que :

i. (E,+) est un groupe commutatif, c’est a dire
Pour tout x,y e Fonax+y=y+x € FE,
Pour tout z,y,2 € Eona (r+y)+z=1z+ (y + 2),

Il existe un unique 0 € E tel que pour tout r € Fonax+0=0+ 2z =z,
Pour tout x € F, il existe un unique =’ € F tel que v + 2’ =2’ +x = 0.

ii. Pour tout u,v € Eet A€ Kona A X (u+v) =AXu+AXu.
iii. Pour tout \,p e Ketue Fona (A+p) Xu=\AXu-+puxu.
iv. Pour tout A, p € Ket u € Fona (Au) X u=X\X (X u).

v. Pourtout u € Fonalg Xxu=ux lg = u.

Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K sont appelés scalaires.
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L’élément neutre de E par rapport a 'addition est appelé le vecteur nul, on le note Og.
Le zéro de K est noté 0.
Si E est un espace vectoriel sur un corps commutatif K, on dit aussi que ¢’est un K—espace
vectoriel (K — e.v.).
Exemple.

1. Pour tout n € N*, R" est espace vectoriel sur R.

2. L’ensemble K[X] des polunémes a coefficients dans K est espace vectoriel sur K.

3. L’ensemble K, [X]| des polynomes de degré < n est un K—espace vectoriel.

4. L’ensemble des fonctions continues sur R est ausst un espace vectoriel sur R.

Remarquons que (0 +A) Xxu=AXu=0xu+ A X u, donc 0 X u = 0.
De plus, A X (u+0g) =AXu+AXx0g =X Xxu,donc A x 0g = 0g,

et (1+(=1))xu=0=u+(—1) X u, c’est a dire que (—1) X u = —u.
Base et dimension :

Définition 1.1.2

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Soit F = {uy, us, ..., u, } une famille de
vecteurs de F.

e On appelle une combinaison linéaire des vecteurs de F, un vecteur v de E de la
forme

n
v = Z)\kuk = Muq + Aous + ... + A\yu, avec A\, g, ..., A, € K.
k=1
Les A; sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire.

e On dit que F est une famille libre, si toute combinaison linéaire nulle des éléments
de F a ses coefficients nuls. Autrement dit,

VAL Az, A €K, D Mg =0= A =dp = .. =X =0

k=1

e On dit que F est une famille génératrice de F si tout vecteur de F s’écrit comme
combinaison linéaire des éléments de F. Autrement dit, pour tout u € F, il
existe Ap, Ag, ..., A, € K tels que uw = >0 Apuy.

Proposition 1.1.1

— Un sous-ensemble d’une famille libre est libre.

— Un sous-ensemble d’une famille génératrice est génératrice.

Définition 1.1.3

Soit F une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On dit que la famille F est
une base de F si elle est a la fois libre et génératrice de E.
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Exemple.

1. La famille F = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de R® appelée la base cano-
nique de R3.

2. La base canonique de R,[X] est {1, X, X? ..., X"}.
3. L’ensemble {1, X, X?, ...} est une base de R[X].

Définition 1.1.4

On appelle dimension d'un espace vectoriel E, le nombre des vecteurs de sa base. Si
la base contient un nombre fini de vecteur on parle d’un espace vectoriel de dimension
fini, sinon on dit que F est de dimension infini.

Exemple.
1. Pour tout n € N*, K" est espace vectoriel de dimension n sur K.

2. R, [X] est un R—espace vectoriel de dimension finie n + 1, par contre R[X] est de
dimension infinie.

Sous-espace vectoriel :

Définition 1.1.5

Soit E un espace vectoriel sur un corps K et F' un sous-ensemble de E. On dit que

F' est sous-espace vectoriel de E si les lois de composition interne et externe de F
induisent sur F' une structure d’'un espace vectoriel sur K.

Plus précisément,

Théoréme 1.1.1

On dit qu’un sous-ensemble non vide F d’un espace vectoriel E est un sous-espace
vectoriel de F si et seulement si, pour tout u,v € F' et A\, u € K on a,

Au+ pv € F.

Exemple.

1. {Og} et E sont de maniére évidente des sous-espaces vectoriels de E. On appelle
sous-espace vectoriel non trivial de E tout sous-espace vectoriel autre que {Og} et E.

2. Soit u,v deux vecteurs d’un espace vectoriel E. Dire le vecteur v combinaison linéaire
du vecteur u revient a dire que v est proportionnel a u. L’ensemble des vecteurs
proportionnels a u se note Ku. Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E. Lorsque u
est non nul, Ku est par définition la droite vectorielle engendrée par u.

3. K, [X] est sous-espace vectoriel de K[X].

Sous-espace vectoriel engendré par une partie : Afin de construire un sous-espace
vectoriel, il serait naturel de savoir comment la structure de sous-espace vectoriel se com-
porte vis a vis les opérations ensemblistes usuelles.
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Proposition 1.1.2

1. La réunion d’une famille de sous-espaces vectoriels n’est pas forcément un sous-
espace vectoriel.

2. L’intersection d’une famille de sous-espace vectoriels (finie ou non) est un sous-
espace vectoriel.

De la proposition précédente, on peut déduire que si F' est une partie non vide d'un espace
vectoriel £ (non nécessairement un sous-espace vectoriel) alors 'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels contenant F' est aussi un sous-espace vectoriel de E contenant F'.
C’est le plus petit sous-espace vectoriel (au sens de I'inclusion) contenant F'; on 'appelle
le sous-espace vectoriel engendré par F' et on le note par Vect(F) ou bien < F >.

Théoréme 1.1.2

Soit s € N* et F' = {vy,vy,...,v,} une famille de vecteurs de E. Alors, I'ensemble

de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de F' est le sous-espace vectoriel
engendré par F'.

Remarque. F' est une famille génératrice de Vect(F).

Exemple. Soit £ un K—espace vectoriel.
1. Le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur nul Op est {Og}.

2. Soit v un vecteur non nul de E. Vect(v) est la droite vectorielle engendrée par v et
on a

Vect(v) = Ku.
3. Supposons que E =R?, alors Vect((1,0),(0,1)) = R2.

Somme directe :

Définition 1.1.6

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K—espace vectoriel E. On appelle
somme de F et GG et on note F'+ G, 'ensemble des éléments de E de la forme x1 4+ x5
tels que z1 € F et 9 € G.

Corollaire. F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 1.1.3

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie n € N* et F, G deux sous-espaces
vectoriels de . Alors

dim(F + G) =dim F' + dim G + dim(F N G).
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Proposition 1.1.4

Soit H = F + G alors, tout élément de H s’écrive de maniére unique sous la forme
x1 + x9 avec 11 € F et 9 € G si et seulement si FNG = {0g}.

Définition 1.1.7

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K—espace vectoriel E vérifiant F'N
G = {0g}. On dit que la somme F' + G est une somme directe et on note F' & G.

Exemple.

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R? tels que
F =Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)).

Alors, R=F & G.
2. C=R@iR.

3. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On considere les deux
sous-espace vectoriel H, K de E x F définis par H = E x {Op} et K = {0} x F.
Alors, E x F = H & K.

Corollaire. Si E est de dimension finie, on a : dim(F & G) = dim F' + dim G.

Proposition 1.1.5

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace de FE. Il existe

alors un sous-espace vectoriel £’ de E appelé un supplémentaire de F' dans F tel
que E=F & F'.

Remarque. Tous les supplémentaires de F' ont la méme dimension.

Définition 1.1.8

En dimension finie, la dimension d’un supplémentaire de F' est appelée la codimension
de F', on la note cdimF.

Toute I'étude suivante peut se reprendre dans le cadre des espaces vectoriels sur R avec
des résultats analogues.

Forme sesquilinéaire :

Dans ce qui suit, E désigne un espace vectoriel sur C. On désigne par f une application

de F x E dans C.
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Définition 1.2.1

e [’application f est appelée forme sesquilinéaire, si, pour tout v fixé de E, 'appli-
cation qui & u associe f(u,v) est linéaire, et si, pour tout u fixé dans F, 'appli-
cation qui a y associe f(x,y) est semi-linéaire. C’est & dire que : Vu, v, v,v' € F
et VA,u € Con a

fQu A+ pu',v) = Af(u,v) + pf(u',v),
f(u7 Av + /M/) = Xf(“? U) + ﬂf(u7 U/)'

e Une forme sesquilinéaire f est dite hermitienne, si, quels que soient u et v dans F,

f(uvv) = f(v,u).

e Une forme sesquilinéaire hermitienne f est dite positive si, pour tout u de FE, le
nombre f(u,u) est positif ou nul.

Si f est sesquilinéaire, on a, pour tout u,v dans E et A dans C

f(u>0) :f(O’u) :07
fw, M) = (AP f(u, u),
flu+v,u+v)= flu,u)+ flu,v) + flv,u) + f(v,v). (§)

Remarque. Si E est un espace vectoriel réel, on parle d’une forme bilinéaire au lieu d’une
forme sesquilinéaire et d’une forme symétrique au lieu d’une forme hermitienne

Exemple.

1. Sur l’espace des fonctions complexes de la variable réelle t, intégrables sur [0, 1],
Uapplication

ey g

est forme sesquilinéaire hermitienne et positive.

2. Sur R™, Uapplication définie pour tout u = (uy, U, ..., uy,) et v = (v, vy, ...,v,) par

n
(u,v) — Z U;v;
i=1

est une forme bilinéaire symétrique et positive.

Orthogonalité :

Définition 1.2.2

Soit f une forme sesquilinéaire sur £. Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux
pour f si

f(u,v) =0.

De la relation (f), il résulte immédiatement le théoréme suivant.



1.2 Espaces hermitiens (euclidiens)

Théoréme 1.2.1: (Pythagore)

Deux vecteurs u et v sont orthogonaux pour f si et seulement si

flu+v,u+v)= flu,u)+ f(v,v).

Définition 1.2.3

Soit f une forme sesquilinéaire (ou bien bilinéaire symétrique si E est un R—e.v.) sur
E et F une partie non vide de E. On appelle orthogonale de F' (pour f), 'ensemble

Ft={u€E, YveF:f(uv)=0}

Proposition 1.2.1

F est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E seront dits orthogonaux pour f, si,
quels que soient u dans E et y dans G, les vecteurs u et v sont orthogonaux pour f.

Définition 1.2.4

On appelle noyau de f, I'orthogonal E+ de E pour f, c’est-a-dire 1’ensemble des
éléments de I/ orthogonaux a tous les éléments de E.

Il résulte de cette définition que les éléments de F+ sont orthogonaux a eux-mémes.

Définition 1.2.5

Un vecteur orthogonal & lui méme pour f est appelé vecteur isotrope. L’ensemble
des vecteurs isotropes pour f est appelé le cone isotrope de f.

Attention : Le cone isotrope et le noyau ne sont pas forcément égaux.

Définition 1.2.6

Une forme sesquilinéaire hermitienne f (respectivement, une forme bilinéaire sy-

métrique) est dite non dégénérée, si le noyau de f est réduit a zéro. c’est a dire

Bt = {0g).

Exemple. On considére sur R? la forme bilinéaire f définie pour u = (u1,us) et v =
(v1,v9) par

flu,v) = ugvy — ugs.
On sait que R? est engendré par les vecteurs e; = (1,0) et eo = (0,1). Donc, un vecteur
u = (uy, us) dans l'orthogonal de R* pour f doit forcément vérifier

flu,e1) =0 et f(u,ez) =0.



1 Notions sur les espaces vectoriels

Or, f(u,e1) =0=u; =0 et f(u,e2) =0= —uy =0.
Donc u = (0,0) et (R?)* = {Op2}. Ainsi f est non dégénérée.
Les vecteurs isotropes vérifient

flu,u) = uf —u3 = 0.

Ce sont donc les vecteurs des deux droites vectorielles engendrées par (1,1) et (1,—1)
respectivement.

Proposition 1.2.2

Une forme sesquilinéaire hermitienne (respectivement, une forme bilinéaire symé-
trique) positive est non dégénérée, si et seulement si le vecteur nul est le seul vecteur
isotrope pour f.

Définition 1.2.7

si f est une forme sesquilinéaire hermitienne (respectivement, une forme bilinéaire
symétrique) positive et non dégénérée, I'application qui & u associe y/f(u,u) est
une norme sur F, appelée, norme hermitienne (respectivement, norme euclidienne)
associée a f.

On rappelle qu'une norme sur F est une application N sur E & valeurs dans R et satis-
faisant les hypothéses suivantes :

Séparation Vee E, N(z) =0=z =0g,
Homogénéité VN z) e Kx E N(\x) = |\N(z),
Inégalité triangulaire V(z,y) € E%, N(z +1y) < N(z) + N(y).

Produit scalaire :

Définition 1.2.8

On appelle produit scalaire sur £, une forme sesquilinéaire hermitienne (respective-
ment, une forme bilinéaire symétrique) positive et non dégénérée.
Un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire complexe (respectivement, réel) est
alors appelé espace hermitien (respectivement, espace euclidien).

On notera (u,v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v dans E et |ul la norme
hermitienne ou euclidienne associée.

Théoréme 1.2.2

Soit (E, (.,.)) un espace hermitien ou euclidien. Alors pour tout u,v € E :

Inégalité de Cauchy-Schwarz |(u,v) < ||lu||||v]],
Inégalité de Minkowski lu+v|| < fJull + ||v]],
Théoréme de Pythagore (u, vy =0 & [Ju+v|* = ||lul®* + |lv]|
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Proposition 1.2.3

pour tous u,v de E : (u,v) = ||ul|||v]| si et seulement si u et v sont colinéaires.

Supplémentaire orthogonal, projection orthogonale :

Soit E un espace hermitien ou bien euclidien, F un sous-espace de E. L’orthogonal F'* de I’
pour le produit scalaire est un supplémentaire de /' dans E. On I'appelle le supplémentaire
orthogonal de F' dans F. Formellement on écrit,

E=F®F+.

Corollaire.
1. Le supplémentaire orthogonal est unique.
2. (FHt=F.
3. dim F* = dim F — dim F.

Proposition 1.2.4

Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire (., .), et soit
F un sous-espace de dimension finie de E. Pour tout u € FE, il existe un unique
pr(u) € F tel que u — pr(u) est orthogonal & F. L’application

Pr EFE — F
u +— pr(u)

est linéaire. Cet application pr s’appelle la projection orthogonale sur F'.




Geneéralites St_Jr_Ie
calcul matriciel

Une matrice A est un tableau a deux dimensions de nombres a;; € K = R ou C, ordonnés.
On dit que I'élément a,; est situé¢ a la iéme ligne et a la jéme colonne de la matrice A.

Une matrice A qui posséde m lignes et n colonnes est dite d’ordre (m,n) et s’écrit A =
(aij)1<i<m - On désigne par K™" 'espace des matrices d’ordre (m,n) a coefficients a;; dans

1<5<n
K =R ou C.
a1 a19 . . . Qip
921 929 . . . Qop
A= '
431 [
Am1 Am2 - . . Amn

Si m = n la matrice est dite carrée.

Une matrice qui ne comporte qu'une seule colonne, A € K"™!, est appelée un vecteur
ar

colonne : A =
Am1
Une matrice qui ne comporte qu’une seule ligne, A € K", est appelée un vecteur ligne :

A:(CLH Lo a1n>.

10



2.1 Opérations usuelles sur les matrices

Par convention, tout vecteur est désigné par une matrice colonne.

2.1 Opérations usuelles sur les matrices

2.1.1 Addition des matrices

L’addition matricielle n’est définie qu’entre deux matrices de mémes dimensions. La matrice
somme obtenue est de la méme dimension que les matrices additionnées et chacun de ses
éléments est la somme des éléments des deux matrices correspondants a la méme ligne et
a la méme colonne.

Soient A = (a;j)1<i<m et B = (b;j)1<i<m € K™". La somme A+ B de A et B est la matrice
1<j<n 1<j<n
A+ B € K™" définie par :

A+ B = (c¢ij)i<i<m
1<j<n
Cz'j = CLij + bij
On définit de méme la soustraction A — B des matrices A et B par :

A = B = (aij — bij)r<i<m

15j<n
En particulier, la somme matricielle est commutative et associative dans l'espace K™,
c’est a dire pour tout A, B,C € K™", on a :
A+B = B+ A
A+(B+C) = (A+B)+C

21 7 4 0 —4
- 2,3 _ _
Exemple. Si A, B € K*° tel que A = < 56 -8 > et B ( 1 9 3 ) , alors

([ 2+4 140 TH+(-4) ) (61 3
A+rB = (5+1 6+2 -8+3 >_<6 8 —5)

o (2-41-07-(-4\ _(-21 11
A-B = (5—1 6-2 —-8-3 )_( 4 4 —11)'

2.1.2 Produit matriciel

Multiplication d’une matrice par un scalaire :

La multiplication d’une matrice par un scalaire donne une matrice dont chaque élément de

la matrice est multiplié¢ par le scalaire. Etant donnés une matrice A = (a;;)1<i<m € K™"
1<j<n
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et un scalaire A € K, alors les éléments de la matrice AA sont donnés par Aa;;, 1 <i <m
et1 <7< n:
AN = ()\aij)lgigm e K™",

1<5<n

En particulier, si A, B € K™" et A\, u € K, alors
MA+B) = M+ )AB
A+ u)A = NA+pA
(M)A = A(pA).

Multiplication matricielle :

La multiplication entre deux matrice n’est définie que lorsque leurs dimensions sont com-
patibles, dans le sens ou le nombre de colonnes de la matrice a gauche dans la multipli-
cation est égal au nombre de lignes de la matrice & droite dans la multiplication. Soient

A = (a;)1<icm € K™" et B = (b;j)1<i<m € K™, la multiplication entre les matrices A et
1<j<n 1<j<n

B, AB, donne une matrice d’ordre (m, p) dont les éléments sont ¢;; = Y @by,
k=1

e by

ﬂj] s ayp 12 Cig
i \
Ay ayz e ar!p (5] Cuz wan "-'m}

Représentation schématique du produit de matrices

Le produit matriciel n’est pas en général commutatif, AB # BA, il est par contre :

(i) associatif, a savoir, pour tout A, B, et C' des matrices pour lesquelles les produits ont

un sens, on a (AB)C = A(BC) = ABC,

(ii) distributif par rapport a l'addition, a savoir, pour toutes matrices A, B, C' pour les-
quelles les produits A(B + C) et (A + B)C ont un sens alors, A(B + C) = AB + AC et
(A+ B)C = AC + BC.

12



2.1 Opérations usuelles sur les matrices

4 2 7 0 9

5 —3 8 =2 6
AB = (4 2 )(7 0 9)
B x84+ (=3)x7 5x(=2)+(-3)x0 5x6+(—3)x9
N 4x8+2x7 4x(=2)+2x0 4x64+2x%x9

(19 -10 3
~ \46 -8 42 )

Remarquons ici que le produit BA n’est pas défini.

2.1.3 Matrice tra

Si A = (aij)1<i<m € K™". On définit la transposée et la transconjuguée (ou la matrice
1<j<n

adjointe) de A respectivement par :

Exemple. Si A = ( > 3 > € R*>2 et B = ( 8 26 ) € R?3, alors AB € R?*? et

on a :

A' = (aji)i<j<n € KM,
1<i<m

A" = (@i)igjcn € KM™.
1<i<m
2437 3441

Exemple. Soit la matrice A = 45 347

matrice adjointe de A sont données, respectivement, par :

At:<2+32 1+52) etA*:<2_32 1—5@)‘

) € C?2. La matrice transposée et la

3+4 34T 3—41 3-Ti

Propriétés élémentaires de la transposition :
Soit A € K™", alors :

(AN = 4,

(A+ B)! = A"+ B' avec B € K™",

(M) = NAt et (ANA)* = NA*¥,

(AB)! = B'A" avec B € K™P. Trace d’une matrice : On appelle trace d’'une matrice
carrée d’ordre n, la somme des éléments de la diagonale de cette matrice. Formellement :

VA e K" Tr(A) = Zaii'
i=1

Propriétés :
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1. Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre, on a :

Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B),
Tr(AA) = XTr(A), A€ C,
Tr(AY) =Tr(A).

2. Si A et B sont respectivement de types (n,m) et (m,n),

Tr(AB) =Tr(BA).

2.2 Matrices partic

La matrice nulle :

La matrice dont tous les éléments sont nuls est appelée matrice nulle. On la note A = 0 ou
a;; = 0, pour tout ¢, j.

Matrice diagonale :

Une matrice carrée A = (a;j)1<i<n € K™ est dite diagonale si tous les éléments non

1<j<n

diagonaux de A sont nuls, c’est a dire a;; = 0 pour tout ¢ # j. La matrice est dans ce cas
de la forme :

a1 0 . . 0

0

A= Qi
0
0 QAnp,

La matrice identité :

Une matrice identité est une matrice diagonale d’ordre (n, n) notée I,, dont tous les éléments
de la diagonale sont égaux a 1 :

10 . 0
0 1
I, =
. 0
0 1

Matrice triangulaire :

Une matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) est une matrice carrée A =

(@ij)1<i<n € K™™ dont les éléments qui se trouvent au dessous (respectivement au dessus)
1<j<n




2.2 Matrices particuliéres

de la diagonale principales sont nuls, c’est a dire telle que a;; =0, Vi > j (Vi < j). Elle est
donc de la forme :

a1; Q12 . . . Q1 a1 0 . o 0
0 929 . . QAo 921 A2
0 0 as3 . ass
A= respectivement A =
Ap—1n . . . .. 0
0 . .. 0 apn an1 - ... Qpn

Matrices symétriques et antisymétriques :

Soit A = (a;j)1<i<n € K™" une matrice carrée.
1<5<n

Si A = A, alors A est dite une matrice symétrique.

Si At = — A, alors A est dite une matrice antisymétrique.

Exemple.
1. La matrice A' + A est symétrique par contre la matrice A® — A est antisymétrique.

2. La seule matrice symétrique et antisymétrique a la fois est la matrice nulle.

Corollaire. Toute matrice A € K™" s’écrit comme somme d’une matrice symétrique avec
une matrice antisymétrique.

En effet,

=(57) (57

Matrice adjointe :Si A € C™™ on appelle la matrice adjointe de A, la matrice A* définie
par :

A=A
Matrice auto-adjointe :Si A = A* on dit que A est auto-adjointe.
Matrice normale : On dit que A est normale si et seulement si A commute avec sa
matrice adjointe, c’est a dire

AA" = A™A.

Matrice unitaire, orthogonale :Une matrice carrée A d’ordre n a coefficient réels est
dite unitaire si et seulement si AA" = A'A = 1,51 A € C*" et AA* = A*A = I,,, on dit
qu’elle est orthogonale.

Matrice idempotente : Soit une matrice carrée A € K™". Si Ax A = A, alors A est dite
une matrice idempotente.

Matrice nilpotente :Soit une matrice carrée A € K™ (n’est pas forcément nulle).S’il
existe k € N tel que A* = 0, on dit que A est nilpotente.

Quelques propriétés classiques :

Soit A = (aij)1§z’§m e Kmm,
1<j<n

15
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A0 =0et 0A =0, c’est la matrice nulle de la multiplication matricielle.
A+0=0+ A= A, la matrice 0 est I’élément neutre de I’addition matricielle.
Al, = A et [,,A = A, I’élément neutre de la multiplication matricielle.

Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice : Soit 7, j €
{1,2,...,n} et @ € K. On considére les matrices élémentaires suivantes :

i j
r .0 . . . . . . .0
)
1 . . 1 0 0
0 1 . ) 0
1 . 1
I;; = (o) = a . i
1 1
1 0 j 0
1 0 0 1
0 1
i J
1 0 0
1 0 o 1
Lij(a) = .
0
1. |
) 0
0 1

Remarque.

1. La matrice I;; est obtenue en intervertissant les lignes (ou bien les colonnes) i et j
dans la matrice I,,.

2. I;(a) est obtenue en multipliant la colonne C; par o dans la matrice I,.

3. 1ij(a) est obtenue en remplagant la colonne C; par la combinaison linéaire (aC;) +
C; dans la matrice I,,.

4. Les matrices élémentaires I;;, I;(a) et I;;(a) sont tous de déterminants non nuls.

16



2.3 Rang d'une matrice

Proposition 2.2.1

Soit A une matrice dans K™™. Alors :

1. La multiplication & gauche de A par I;; permet d’intervertir les lignes L, et
L; dans A, et quand la multiplication est & droite, ¢a revient & intervertir les
colonnes C; et C; dans A.

2. La multiplication a gauche de A par I;(«) revient a multiplier la ligne L; dans
A par «, alors que la multiplication & droite permet de multiplier la colonne
C; dans A par a.

3. Quand on multiplie la matrice A & gauche par [;;(«), alors ceci revient a mul-
tiplier la ligne L; par « et I'ajouter a la ligne L; dans A, et quand on multiplie
a droite, ¢a revient a multiplier la colonne C; par « et I'ajouter a la colonne

C; dans A.
Exemple.
100 a1; a2 Aas a11 a2 as
1 00 1 a1 Q22 A23 as; agz a33
010 azp asp ass a1 Qgz a3
aix G2 13 100 a1 G13 A12
21 Q22 d23 001 Q21 Q23 22
azr asz ass 010 azp asz Az
100 aj; ajp a3 ai;  ap
2. 0 a O g1 Q22 G923 91 (A922
0 0 1 asy asp ass as  ass
aj; a2 Aas 100 a11 Qai2 @13
a1 Qg2 A23 0 a 0 a1 Qzy A3
az1 G32 0433 0 0 1 31 Qagz ass
1 0 « ai; Qi Qi3 apy + aasz; a12 + Qaszs A13 + Qass
3 010 21 Q22 d23 21 )
0 0 1 as; Ggy as3 as
ailr iz Q13 1 0 « a1l a2 Qai; + as
21 Qo2 (A923 01 0 a21 Q99 Qa9 + a93
az1 G322 0agg 001 az1 Q32 Qa3 + ass

On définit le rang d’'une matrice comme étant la dimension du sous-espace engendré par
ses vecteurs colonnes, c’est aussi égal au nombre maximum des lignes ou des colonnes
linéairement indépendantes dans la matrice. rg(A) désigne le rang d’une matrice A.

Le rang d’une matrice ne change pas :

- quand on change 'ordre des lignes,

17
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- quand on multiplie (ou on divise) une ligne par un nombre non nul,
- quand on ajoute (ou on retranche) a une ligne une combinaison des autres,

- quand on ajoute (ou on retranche) & la matrice une nouvelle ligne qui est combinaison
linéaire des autres.

12 3 1 12 3 1
Exemple. rg| 1 3 1 6 =rg|l 0 1 =2 5 =3.
21 2 -1 0 -3 —4 -3

On le(lit Lo — Ly — Ly et Ly — Ly — 21,.

Si A est une matrice d’ordre (m, n) et si toutes ses lignes et ses colonnes sont linéairement
indépendantes, on a rg(A) = min(n, m).

Le produit A*A est une matrice carrée d’ordre (n,n), son rang est égal au rang de A.

Le produit AA" est une matrice carrée d’ordre (m,m), son rang est égal au rang de A.

2.4 Noyau et

Soit A € K™" I’ensemble des solutions X € K", du systéme homogéne AX = 0 est un
espace vectoriel appelé noyau de la matrice A, noté ker(A).

ker(A) ={X e K" : AX =0 K"}.

L’image de la matrice A est le sous espace vectoriel de K™, noté I'm(A), défini par :

Im(A) ={Y e K™:Y = AX, X € K"}.

En particulier, le rang d’une matrice est égal & la dimension de son image, rg(A) =
dim(Im(A)) et on a pour toute matrice A € K™"

rg(A) 4+ dim(ker(A)) = n.

De plus, si A € K™", les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;

(i) ker(A) = {0kn};

(iii) rg(A) = n;

(iv) les colonnes et les lignes de A sont linéairement indépendantes.




2.5 Déterminant d'une matrice

2.5 Deéterminant d’une matrice

2.5.1 Définitions et méthode du calcul

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est le nombre noté det(A) ou bien |A], il
se calcul de maniere récursive :

det(A) = aq; si A = (a11) est une matrice d’ordre 1.

. aip a2 P
Si A= , on pose par définition
21 a22

1 12 = 11922 — Q1204
a21 Q22

a1 Q22

det(A) = det ( i i ) =

Le résultat est donc obtenu en effectuant le produit des éléments opposés et en calculant
la différence entre ces deux produits.

D’une maniére générale, si A € K™"

n

det(A) = Z(_l)i—HCLH det(4;),

=1

ou A; est la matrice obtenue en rayant la i-éme ligne et la lére colonne, ainsi A; €
Kn—l,n—l.

Sin =3, alors

@11 a2 Qi3

Q21 A23
det | a1 ag ass = an

a31 Aass

a1 Q22
asi1 ass

Q22 Q23

— Q12
32 A33

+ a13

a31 dazz G33
= a1 (a22a33 - a23a32) - 012(a21a33 - a23a31)

+a13 (ag1a32 — agaz)

Le déterminant 3 x 3 se raméne donc au calcul de plusieurs déterminants 2 X 2 combinés
de fagon adéquate.

Remarquons que le déterminant d’une matrice carrée A, det(A), peut étre developpé suivant
n’importe quelle ligne ou colonne de la matrice, c’est & dire :

det(A) = Z(_l)i+jaij det(A;;), pour tout 1 <i<n
j=1

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;), pour tout 1 < j <n
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ol A;; est la matrice obtenue & partir de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne.
m;; = det(A;;) est appelé le mineur du coefficient a;; et ¢;; = (—1)"™7 det(A;;) son cofacteur,
ce qui permet d’écrire la formule du déterminant sous la forme simple suivante :

det(A) = Z ;5 Cij
j=1

pour toutes les lignes ¢ et les colonnes j.

a; Q2 ... @15 ... Qip
Q21 Qg2 ... (25 ... Q2p
A =
ij
Git—aio——— i
Qp1 Ap2 ... Qpj ... GQpp
a1 e ay j—1 a1 j+1 e A1p
me —det A.. — ai—11 -+ @j—1j5-1 Aj—1 j+1 --- Gi—1n
L/ L/
Ai+11 -+ Qi1 j—1 Qi1 j+1 -+ Gigln
QAn1 e Qp j—1 Qp, j+1 Ce Qpn

Evidemment, développer un déterminant selon une ligne ou une colonne est d’autant plus
intéressant du point de vue des calculs que cette ligne ou colonne contient des coefficients
nuls. En effet, chaque coefficient nul apporte une contribution nulle & la somme, ce qui
diminue le nombre de déterminants de taille inférieure a calculer. Le cas le plus favorable
est celui ou tous les coefficients d’une ligne ou colonne sont nuls sauf un, s’ils le sont
tous, on sait par définition que le déterminant est nul. Ainsi, Pour calculer la valeur d’'un
déterminant, on développera suivant la ligne ou la colonne ou il y a le plus de zéros.

Lorsque le déterminant d’une matrice carrée est nul on dit que la matrice est singuliére.
Une matrice est dite réguliére si son déterminant est non nul, autrement dit son rang est
égal a n si la matrice est d’ordre (n,n). Une matrice est dite orthogonale si det(A) = £1.

13 2 4 31
Exemple.‘2 4'—4—6——2, 1 3'—6—4—2, 2‘—6—4—2.
1 30
2 6 4]|=1 6 4 -3 2 4 +0 2.0 =12-3x8=—-12.
10 9 0 2 -1 2 -1 0

On peut aussi développer par rapport a la premiére colonne et retrouver le méme résultat :
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6 3 30
_1‘0 ‘—2'0 '—i—(—l)‘G4‘—12—2><6—12——12.

DN
O O W
N = O

Quelques théorémes :

Théoréme 2.5.1

1. Si tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne d’une matrice sont nuls, alors
le déterminant de la matrice est égal a zéro.

2. Le déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale est égal au produit des
¢léments de la diagonale de la matrice. En particulier, det(7,,) = 1.

3. Si tous les éléments d’une ligne, ou d’une colonne, d’un déterminant sont
multipliés par une constante k, la valeur du nouveau déterminant est k fois la
valeur du déterminant initial.

4. Si B est obtenue a partir de A € K™™, en échangeant deux de ses lignes ou de
ses colonnes, alors det(B) = — det(A). Alors, Un déterminant change de signe
lorsque 'on permute deux lignes ou deux colonnes consécutives.

5. Si B est obtenue a partir de A € K™ en faisant passer la i-éme ligne (colonne)
par dessus p lignes (colonnes), alors det(B) = (—1)? det(A).

6. Si deux lignes ou deux colonnes de A sont identiques, alors det(A) = 0. Autre-
ment dit, si deux lignes (ou colonnes) d’un déterminant sont proportionnelles,
la valeur du déterminant est nulle.

7. Si aux éléments d’une ligne (colonne) on ajoute k fois les éléments correspon-
dants d’une autre ligne (colonne), la valeur du déterminant reste inchangée.
Autrement dit, la valeur d’'un déterminant est conservée si I'on a joute a une
ligne (ou & une colonne ) une combinaison des autres lignes (ou colonnes).

8. Le déterminant d’une matrice A € K™™ est égal & celui de sa transposée,
det(A) = det(A").
9. Si chaque élément d’une ligne (ou colonne) d’un déterminant est exprimé sous

la forme d’un binéme, le déterminant peut étre écrit comme somme de deux
ou plusieurs déterminants.

ay +Abin ae . .. au, aiy a2 .- . . Qip
a1 + Abay aze . .. as, a1 Q2 . . . Qo
Clij . aij
) 0 0
A1 Ao . . .. G anl - - . . Qpn
bu a2 . . . Qin
le a92 . . . Qop
a. .
+A “
) 0
bnl Ann

21
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10. Si A, B € K™, det(AB) = det(A) det(B).

det(A + B) # det(A) + det(B) en

général.
Exemple.
1 30 1 3 0 1 30
1) 2 6 4]=]21) 23) 22 |=2|1 3 2
-1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
1 3(1) 0 1 10 1 10
=21 3(1) 2|=6] 1 1 2|=12] 1 1 1|=-12.
-1 3(0) 2 -1 0 2 -1 0 1
1 2 2
2)11 2 3|=0
1 21
1 10 110
3) 1 11 = 2 1 1|=-1, ouC; désigne la colonne v et C; + C5 signifie
10 1|97 0 0 1

que l'on a ajouté la colonne C5 a la colonne C;.

3 -1 2 0 —1 2 0
/)6 —2 4 - 0 -2 4|=5|0

1 7 3|70t Gls 73 1
:5‘:; Z':5(—4+4):0.

|
NI
W B N

Attention : La ligne (ou colonne) dans laquelle seront effectués les calculs ne doit pas étre
multipliée par des scalaires. La multiplication par un scalaire \ reviendrait a multiplier le

. . 0 1| B
déterminant par . 9 3| |2 3 ' = —2, alors que 9 3 ‘ =—1.
1 1 1 -3 0 1 1 -3
5) 1 -3 1 _ 0 1 -3 1 _o.
1 -3 1 1 C1—C1+Co+C3+Cy 0 -3 1 1
-3 1 1 1 0 1 1 1
sina sin? B sin?xy 1 1 1
6) | cos?a cos?B cos®vy = cos’a cos?f cos?y | =0.
1 1 R el I 1 1
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1- Calcul de l’inverse d’une matrice carrée d’ordre n : On rappelle qu'une matrice
carrée A € K™" est inversible g’il existe B € K™" telle que AB = BA = I,, ou I, est la
matrice unité d’ordre n. On note B = A~! I'inverse de A s'il existe.

On appelle comatrice de la matrice A, et on note E, la matrice carrée d’ordre n dont les
coefficients sont les cofacteurs de A :

A = (cij)1<ij<n

Théoréme 2.5.2

Pour tout A € K™", on a l'identité :

A (A’)t — det(A)L,..

~\t
A est inversible si et seulement si det(A) # 0 et alors A™! = detl( y (A) :

Cette identité, se préte peu aux calculs a la main (et méme en machine) car le calcul des
cofacteurs est trés lourd. En pratique, cette formule ne permet de calculer I'inverse d’une

matrice que pour n = 2 ou 3. En particulier, pour n = 2 et A = < CCL Z ) telle que

det(A) = ad — be # 0, on retrouve la classique formule de l'inverse, a savoir :

1 d —b
Al = .
ad — be ( —Cc a )

-2 -1 -1
Exemple. Soit la matrice A= -2 -1 1 , alors det(A) = —2 et A est inversible.
-1 -1 3

Calculons les 9 cofacteurs de la matrice A.

. -1 1 -2 1 -2 -1
Cofacteurs ligne 1, 011:‘ 1 3 ‘:—2, cm:—‘ 13 ’:5, 013—‘ 1 1 ‘:1_

. -1 -1 -2 -1
Cofacteurs ligne 2, cy1 = —‘ 1 3 ’ = 4, ¢ = '_1 3 ‘ = =7, 3 =

-2 -1

_’ -1 -1 '_ —L

‘ -1 -1 -2 -1 -2 -1
Cofacteurs ligne 3, c3; = ’ 1 ' =—2,c3 = —’ 9 1 ' =4, ¢33 = ‘ 9 _1 ‘ =

0.
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La comatrice de A est :

B 2 5 1

A= (cjh<ij=| 4 -7 -1

-2 4 0

Linverse de A est :
t

e a2 L2 42
Al = (A):— 4 -7 1| == =5 7 -4
det(A) 2\ 9 4 o 2\ 1 1 o

Quelques propriétés de I'inverse matriciel

Soient A, B, C € K™" on a les propriétés suivantes :

1 (A=A
2. (A= (A7)

3. (M) =141 N £
4. (AB)™t = B~lA.

5. (ABC)"'=C"'B 1A,
6. det(A™") = -

2- Détermination du rang :

Le rang r» d'une matrice est I'ordre du plus grand déterminant non nul de la matrice, ce qui
revient a dire que si k est le nombre de lignes linéairement indépendantes et [ le nombre
de colonnes linéairement indépendantes dans la matrice, alors r = min(k,[). En d’autres
termes, le rang d’une matrice est égal a r si :

- il y’a au moins un mineur d’ordre r de la matrice différent de zéro,

- tous les mineurs de la matrice d’ordre r 4+ 1 et plus, sont nuls.

Si la matrice est carrée et que le rang est égal au nombre de lignes, la matrice est dite de
rang maximal, son déterminant est non nul et elle est inversible.

Le rang d’'une matrice nulle est admis étre zéro.
Pour déterminer le rang d’'un matrice on procéde de la maniére suivante :

1) On part des mineurs de petits ordres, en commengant par les mineurs d’ordre 1, c’est &
dire avec les éléments de la matrice, en allant aux mineurs d’ordres plus important.

2) On suppose que 'on trouve un mineur d’ordre r non nul, alors on doit seulement calculer
les mineurs d’ordre (r + 1) de la matrice. Si tous les mineurs d’ordre (r + 1) sont nuls,
alors le rang de la matrice est égal a r, mais si 'un d’entre eux est non nul, alors le rang de
la matrice est au moins égal & (r + 1) et on continue 'opération en calculant les mineurs
d’ordre (r + 2) et ainsi de suite.
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2 -4 3 1 0
1 -2 1 -4 2
0o 1 -1 3 1
4 =7 4 -4 5

Exemple. Cherchons le rang de la matrice A =

Il existe au moins un mineur d’ordre 2 différent de zéro. f :;L ‘ =0, :;1 ? ‘ =2=#£0.
. . ; 2 -4 3 -2 1 —4 3

Il y a ausst un mineur d’ordre 3 non nul, | 1 —2 1 | =2 =
0 1 —1 1 -1 1 -1

2-1=1#0,

Tous les mineurs d’ordre 4 a lintérieur de la matrice, sont nuls :

2 -4 3 1 2 -4 3 0

1 -2 1 -4 1 -2 1 2 o ‘

01 -1 3110 1 -1 1/ 0. Ainsi le rang de la matrice est 3.
4 -7 4 -4 4 =7 4 5

3- Solution d’un systéme d’équations linéaires, Régle de Cramer :

On peut déterminer la solution d’équations linéaires par les déterminants. Le théoréme
suivant, appelé régle de Cramer, donne une formule explicite pour la solution de cer-
tains systémes d’équations linéaires. Soit le systéme de n équations linéaires a n inconnues
1, %9, ...,T, dans K =R ou C :

p
a11%1 + a12%2 + ... + 1Ty, = by
(911 + Q999 + ... + AonTy = bQ

( Gn11 + Qpa®s + ... + AppXy = bn

Ce systéme peut aussi s’écrire sous la forme matricielle AX = B ou

a1 aiz2 . . . Qin T b1

g1 Q22 . . . Q2q o) by
A= ' X = . B =

Q41 Q5

ap1  An2 Ann L, bn

La matrice A est appelée la matrice des coefficients du systéme et la matrice B est appelée
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2 Généralités sur le calcul matriciel

le second membre. Définissons la matrice A; par :

a1x . . . Q15-1 bl a1 j+1 - - . Qin
Q21 . . . Q24-1 bg a2i+1 - . . Q2n
Qp1 - . . Qpj-1 bn Qpj+1 - - - Opp

jéme colonne

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplacant la j-éme colonne de A par le second
membre B. La régle de Cramer va nous permettre de calculer la solution du systéme dans
le cas ot det(A) # 0 en fonction des déterminants des matrices A et A;.

Théoréme 2.5.3: (Régle de Cramer)

Soit le systéme linéaire AX = B de n équations a n inconnues. Supposons que
det(A) # 0. Alors 'unique solution du systéme est donnée par :

det(A;) det(As) _ det(A,)

G = ——, — = —

det(A)” 27 det(A) 7 T det(A)

Démonstration. Puisque nous avons supposé que det(A) # 0, alors la matrice A est in-
versible et X = A~!'B est I'unique solution du systéme. D’autre part, nous avons vu que

¢ ~
Al = m <A> ou A est la comatrice de A. Donc

€ Ci1 €1 . . . Cpl by
X2 Cla2 C2 . . . Cp2 ba
1
X pr— = —
det(A)
Tp Cin Cop . . . Cpp bn

c11by + ca1b2 + ... + ca by,
Ci2bi + ca2ba + ... + Cpoby,
1

det(A) ’

Clnbl + CanQ + ...+ C’rmbn

26



2.5 Déterminant d'une matrice

c’est a dire

ciiby + ca1by + ... + cpiby
Try = )

det(A)
I C12b1 + Ca2ba + ... + Craby
2T det(A) ’
.(;iibl + Coiba + ... 4 cpiby,
det(A)
X - Clnbl + CanQ + ...+ Cnnbn

det(A)

Or, c1;01 + ¢coiby + ... + by, est le développement en cofacteurs de det(A;) par rapport a

N det(A;
sa i-éme colonne. Donc z; = %(A)). O

Exemple. Résolvons le systéme suivant :
T + 2.753 =6

—31’1 + 41’2 + 6I3 =30
—r1T — 21‘2 + 3%3 =38

On a,
1 0 2 6 0 2
A = -3 4 6 |,A =13 4 6|,
-1 -2 3 8 =2 3
1 6 2 1 0 6
Ay = -3 30 6 |, A= -3 4 30
-1 8 3 -1 -2 8

det(A) = 44 ; det(A;) = —40
det(Ay) = 72 ; det(A;) = 152.

La solution est alors

det(A;) 40 10

T Qet(A) T 441U
~det(Ay) 72 18
T get(A) T M 11
det(d;) 152 38
T3 = = =

det(A) — 44 11
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2 Généralités sur le calcul matriciel

Il est parfois plus intéressant de considérer une matrice sous forme de tableau de matrices

élémentaires ou simples. Soit
A Ap
A= ,
( Ag1 A

avec Ajp € K™P, Ay € K™, Ay € K™P et Ayy € K™?. La matrice A est donc formée de
m + n lignes et p + ¢ colonnes, A € K™m*tP+d,

By
B,

A Ag By
AB =
( Ag1 A ) ( By )

_ ( A By + A1aBs )

Considérons une autre matrice partitionnée B = ( ) oil B; € KP! et By € K%', On

peut alors écrire :

Ao By + A9 By

Toutes les sous matrices doivent comporter des dimensions compatibles avec les régles du
produit matriciel.

La transposée d’une matrice partitionnée est donnée par :
t

A Ap _ Ay Ay

Ay Ax Ay Aj

Déterminant d’une matrice partitionnée

Proposition 2.6.1

Le déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants
des blocs diagonaux.

B x *x x x %

0 By *x * % %

A 0 * ok %
x %

o . . . 0 By

det(A) = det(Bl) det(Bd).

La démonstration de ce résultat s’effectue par récurrence sur le nombre de blocs.

Inverse d’une matrice partitionnée : Soit A € K™" une matrice partitionnée en quatre

D FE : . .
) ou D € K™™ et les dimensions des matrices F, F

sous-matrices telle que A = ( r oG
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2.6 Matrices partitionnées

et G sont en accord avec celles de A et D. L’inverse de la matrice A est donné par :

4i_ ( D'+ D'E(G - FD'E)"'FD™' —D7'E(G - FDT'E)™!
- —(G— FD'E)"'FD™! (G — FD'E)~

si D1 existe.
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Similitude,
decomposition et

reduction des
matrices

3.1 Similitude et équivalence

3.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Matrices équivalentes : Etant données deux matrices A et B dans K™", on dit que A et
B sont équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices P € GL,,(K) et Q) € GL,,(K)
telles que A = PBQ.
Matrices semblables : On dit que deux matrices A et B dans K™™ sont semblables si
et seulement s'il existe une matrice P € GL,(K) telle que A = PBP™!, ot GL,(K) est
I’ensemble des matrices inversibles d’ordre n.
Propriétés :

1. Les relations binaires R et R’ définies respectivement sur K™ et K™ par :

ARB < 3P € GL,,(K), 3Q € GL,(K) : A= PBQ.
AR'B < 3P € GL,(K): A= PBP™%.
sont des relations d’équivalences.

2. La classe d’équivalences d’une matrice A suivant R ou bien R’ est appelée classe de
similitude de A.
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3.1 Similitude et équivalence

3. La notion d’équivalence entre matrices, ne concerne pas seulement les matrices car-
rées, par contre, la notion de similitude, est strictement réservée aux matrices carrées.

4. Si deux matrices sont semblables, alors elles sont équivalentes. La réciproque n’est
pas forcément vraie.

5. Deux matrices sont équivalentes (respectivement semblables) si elles représentent le
méme morphisme (respectivement endomorphisme ) dans des bases éventuellement
différentes.

En effet : On considére deux espaces vectoriels E et F', deux bases By et ) de E ainsi
que deux bases B; et B] de F'. Soient P et () les matrices de passages correspondantes.
Alors si on considére la matrice A d’un morphisme f dans les bases By et By, la matrice

B de f dans les nouvelles bases est donnée par la formule du changement de bases
B=Q'AP & A=QBP.

6. Les transformations élémentaires sur une matrice (échanges de lignes ou de colonnes,
multiplication d’une ligne par un scalaire et addition & une ligne ou & une colonne
d’un multiple des autres) donnent des matrices équivalentes.

. a b . fad
Par exemple, la matrice . est équivalente a 0 b )

a b a b a v
(a/ b/):[12<a b>:[12(a b>[2

et les matrices I et [, sont inversibles.

Proposition 3.1.1

Si A et B sont semblables, alors det A = det B et Tr(A) = Tr(B).

Forme de Smith :

Théoréme 3.1.1

Toute matrice A € K"™"™ de rang r est équivalente a la matrice S, qui vaut I'identité
sur la sous-matrice carré d’ordre r en haut a gauche et 0 partout autre part. La ma-

e = (o, o7,
A.

) est dite la forme canonique de Smith de la matrice

Démonstration. Soit A une matrice & m lignes, n colonnes, et de rang r. Notons vy, vs, ..., v,
les n vecteurs colonnes de A, qui sont des vecteurs dans F'. Le rang de A est la dimension
de l'espace engendré par {vy, vy, ..., v, }, qui est inférieure ou égale a n et a m. Nous allons
montrer que la matrice A est équivalente & la matrice .S, obtenue en complétant la matrice
identité I, de rang r par des zéros, a droite et en dessous.

Considérons l'application f, de £ (dimE = n) dans F' (dim F' = m) dont la matrice
relative aux bases canoniques est A. Nous voulons trouver une base de 'espace de départ
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

et une base de l'espace d’arrivée, telles que la matrice de A relative a ces bases soit S,.
Comme la dimension de 'image de f est r, la dimension du noyau est n — r, d’aprés le
théoréme du rang. Soit {ui,us,...,u,} une base de Im f et {f, fs, ..., Bn_r} une base de
Ker f. Pour tout ¢ = 1, ..., 7, choisissons un vecteur «; tel que f(a;) = u;.

La famille B = {ay, s, ..., ., 1, ..., Bu_r} est une base de E.

La famille {uy,ug, ...,u,} est une famille libre, on peut la compléter par m — r vecteurs
Upi1s Ups2y oy Uy de sorte que B = {uy, Ug, .oy Uy, Up i1, Upyo, ..., Uy } sOit une base de F.
Pour i =1, ...,r, I'image de «; est u;. Les images de (1, fBs, ..., Bn_r sont toutes nulles. Donc,
la matrice de f relative aux bases B de E et B’ de F est S,. Puisque A et S représentent
la méme application linéaire f dans des bases différentes, elles sont donc équivalentes, il
existe alors deux matrices inversibles P et () telles que

S, = PAQ et A= P1S,Q7".

Corollaire.
1. rg(S,) =rg(A) =r
2. rg(A) = rg(AY).

Exemple. Déterminer la forme de Smith de la matrice A = q

1

—_
N = N
|
—_

Tout d’abord, on fait en sorte que ay1 soit égale a 1, soit en échangeant des lignes ou des
colonnes, ou en multipliant la premiere ligne ou la premiére colonne par un scalaire. Dans
notre cas , il suffit d’échanger les lignes 4 et 1.

1 2 -1
1 2 -1
hud=| 1 1 4
2 4 2

Ensuite, on transforme les éléments de la premiére ligne en 0. Dans notre cas :

1 2 -1
1 2 -1 7 0
-1 1 1 12( —1 3
2 4 2 0
et
1 0 -1 00
1 0 —1 I 00
-1 3 1 13( 1 30
2 0 2 0 4
on ramene des 0 sur la premiére colonne :
1 00 1 00
1 00 0 00
In=D 2y 3 g 1 30
2 0 4 0 4
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3.1 Similitude et équivalence

et
1 00 100
0 00 00 0
i 3 3 0= 03 0
2 0 4 2 0 4
et
100 100
000 00 0
Iin(-2) 030 lo3o0
2 0 4 00 4

On rameéne maintenant des 1 au niveau des coefficients ass et asz :

100 100
1 000 01 0
12(5)123 030] [oo0o0
00 4 00 4
et
100 100
1 010 010
]3(1)134 ooo|=|oo1]|=*
00 4 000
D’ou,
1 1
S = 13<4)]34]2(3)[23]41(-2)]31(1)[21(-1)[1414]12(—2)[13(1) = PAQ
avec
000 1
0 0 1 1
P—]3(%)]34]2(%)123141(—2)131(1)121(—1)114: 19 8 _31
4 2
{ 010 —1
1 -2 1
Q = [12(-2)]13(1) = 0 ]. 0
0 0 1

Maintenant, si A et B sont deux matrices de K™" de méme rang r, elles seront forcement
équivalentes & la méme matrice .S,, il existe alors quatre matrices inversibles P;, Py, Q1 et

()2 telles que :
Sy = PLAQ = P,BQs

Donc,

B = (P; P1)A(QiQy").

Par conséquent, A et B sont équivalentes. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1.2

Deux matrices dans K™ sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Corollaire. Il résulte de ce théoréeme que :

1. Deux matrices dans K™" de déterminants non nuls, sont équivalentes.
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

2. Toute matrice est équivalentes a sa matrice transposée.
Remarque. Si A et B sont deux matrices dans K™ telles que rg(A) # rg(B), alors elles
ne sont pas équivalentes méme si elles ont le méme déterminant nul et la méme trace.
210 1 20
Exemple. Les matrices A= | 0 0 0 | etB=| 1 1 0 | vérifientdet A=detB =
0 00 000
ne s c

0etTrA=TrB =2, mais elle
rg(A) =1#rg(B) = 2.

e sont pas équivalentes car elles n’ont pas le méme rang,

Décomposition de rang maximal

Proposition 3.1.2

Soit A € K™" telle que rg(A) = r avec r < min(m,n), alors il existe F' € K™ et il
existe G € K" telles que
A=FG.

La décomposition de A en F'G est dite la décomposition de rang maximal de A.

Démonstration. En passant a la forme de Smith, on a
A=P'5.Q!

ou P € K™™ et () € K™ sont des matrices inversibles. Comme

[7“ 07',n—r . I,,.
ST B ( Om—r,r Om—r,n—T ) B ( Om—rﬂ“ ) ( IT Or’n_r )

alors

-1 _[T -1 _ —1 ]'r —-17 _
A_P O_ (Ir Or,n—r)@ - P 0_ [(]7’ Or,n—r)Q }_FG
avec

F:P—1<O[’” ) et G= (1 Oppyr )Q N

On a F € K™ et G € K", il reste a prouver que rg(F') = rg(G) = r. Pour cela, il suffit
. e I )
de savoir que la multiplication de P! par ( 0 " revient & ne garder de P! que les r
m-—-r,r
premiéres colonnes. Comme P est inversible, on obtient rg(P) = rg(P~') = m, donc les m
colonnes de P sont libres, ce qui entraine en particulier que les r premiéres colonnes sont

libres et alors
rg (Pl < 0 I )) =rg(F)=r.

De la méme maniére, on montre que rg(G) = r. O
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Exemple. Reprenons les matrices A, P, Q) et S de l’exemple précédent.

2 4 2 0 00 1 1 9 1 100
1 2 -1 00 43% 2 B 010
— — 3 3 _ _
A=t o1 1 PPl ro0 0@ 8(1)2“5 00 1
1 2 -1 01 0 -1 0 00
On a S = PAQ ou bien A = P~'SQ™! avec
STAVIE
pl= Q'=(01 0
-1 3 00 00 1
1 000
D’ou,
SERTORIEE
A=P1SQ' =[P 1S]Q" = 01 0
-1 3 00 0 01 00 1
[\ 1 000 0 00
2 0 4 1 2 _1
1 00
= 01 O
-1 3 0 00 1
1 00
= FG.

Remarque.
1. La décomposition de rang maximal n’est pas unique.

2. Pour montrer que rg(F) = r on pouvait utiliser la propriété suivante, dite inégalité
de Sylvester :

VA e K™ VB € K™, rg(A) +rg(B) —m < rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).

" (P_l < s ))

< win (ro(P o ("))

Dans notre cas on aura,

IA

rg(P~Y) +rg ( 0 L ) —-m

m—r,r

D’ou,
m+r—m<rg (P1 ( 0 L >) < min(m,r)

m—r,r

rg (P_1<OIT >) =

Ainsi,
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

3.2 Reéduct

3.2.1 Diagona

Définition 3.2.1

Soit A € K™" une matrice carrée d’ordre n, on dit que A est diagonalisable si et
seulement si elle est semblable & une matrice diagonale.

On peut dire aussi que A est diagonalisable si sa classe d’équivalence suivant la relation R’
contient au moins une matrice diagonale ot bien I’endomorphisme f : E — E représenté
par la matrice A peut s’exprimer en fonction d’une matrice diagonale suivant une nouvelle
base B = {vy,vs,...,v,} de E.

Donc, diagonaliser une matrice carrée A revient a déterminer une nouvelle base B de sorte
que A soit diagonale suivant la base B.

La détermination de cette base repose essentiellement sur deux notions fondamentales
appelées respectivement valeur propre et de vecteur propre.

Valeurs propres — Vecteurs propres :

Définition 3.2.2

Soit A = (a;j)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n dans K™". Soient A un scalaire
L1

T3
dans K et X = . une matrice colonne non nulle. On dit que \ est une valeur

Ty
propre de A et que X est un vecteur propre associé la valeur propre A si A et X sont
liés par la relation AX = A\ X.
L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A, on le note o(A).
Le sous-espace vectoriel E) engendré par les vecteurs propres associés a la valeur
propre A est appelé sous-espace propre.

L’égalité AX = A\X équivaut au systéme :

.
111 + a19T9 + ... + a1p,T, = )\.Tl

A21X1 + Q22T + ... + G2, Ty = )\ZL’Q

A1 L1 + AnoXo + ... + Appy = ATy,

Si les inconnues sont seulement 1, s, ..., x,, ce sera un systéme linéaire dont on trouverait
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3.2 Réduction d'une matrice carrée

les solutions par la régle de Cramer.

( (CLH — )\)ZL‘l + a19T2 + ... + A1y = 0
a91T1 + (a22 — )\)[L’Q + ...+ a9y, = 0

([ @n1Z1 + anaTy + ... + (Apn — A)z = 0

ou bien (A — AI,,)X = 0. C’est un systéme linéaire homogéne dont on cherche les solutions
non nulles. Pour que ce systéme ait une solution non nulle, il faut et il suffit que le
déterminant de la matrice A — A\I,, soit nul, autrement la solution unique du systéme de
Cramer serait le vecteur nul.

Définition 3.2.3

Le déterminant de la matrice A — AI,, est un polynome en A\ de degré n appelé le
polynoéme caractéristique de la matrice A, on le note P4(\).

Formellement, on écrit :

aip — A ai12 . . . A1n
a1 agg — A . . . (2n
Pa(\) = det(A—Al,) =
an1 (€27%) Anp — A

— det(A) 4+ o (— DT AN 4 (—1)mAT,

Théoréme 3.2.1

A est une valeur propre de A si et seulement si det(A — AI,) = 0.

Les valeurs propres de A sont donc les nombres A tels que P4(A) = 0.

Définition 3.2.4

Soit A une valeur propre pour une matrice A. On dit que A est une valeur propre
de multiplicité k (avec k € N) si A est une solution d’ordre k pour le polyndéme
caractéristique de A, c’est a dire

Pa(X) = (X = N}Q(X) avee Q(A) # 0,

' = (a—A)(d—\)—bc = N\?>—(a+d)\+(ad—bc).
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

2) Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonauz.

ay; a2 - . - Qi
0 a2 . . . Aon
A = :
0 O Gnn
alp — )\ a12 . . . A1y
0 99 — A . . . QAon
Ps(A) = :
0 0 R

PA()\) = (CLH — )\)(CLQQ — )\)(am — /\)

3 1 1
3) A= -8 =3 —4 |, Ps(N) =(2—XN(1— N> Donc X\ =2 est une valeur propre
6 3 4

simple de A et X = 1 est une valeur propre double de la matrice A. Cherchons les vecteurs
propres de A associés aux valeurs propres A =2 et A = 1.

Ty
SiA=2,0naAX =2X ou (A—2[3)X =0 avec X = | z3
T3

1 +x2o+23=0

—81’1 — 5.172 — 41’3 =0
621 + 39 + 223 =0

Le calcul montre que les vecteurs propres sont les multiples de ( 1 —4 3 ).
SiA=10naAX =X ou (A—13)X =0.
2%1 + 22+ 23 = 0

—8ZE1 - 4$2 — 4(133 =0
6131 + 3.172 + 31’3 =0

Le calcul montre que les vecteurs propres sont engendrés par les vecteurs indépendants

1 0
-3 et 1
1 1

4) Si A est une valeur propre compleze de la matrice A, alors son conjugué complexe X\ est
aussi une valeur propre de A et elles sont de méme multiplicité. Les vecteurs propres pour
A s’obtiennent en conjuguant les vecteurs propres pour .
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3.2 Réduction d'une matrice carrée

cos — A —sinf ; i
sinf  cosf — A = (€7 =A™ =),

sinf cos®

A < cosf@ —sinf ) Pa()) =

, —isinfz; —sinfzy =0 o
A =e, { . Les vecteurs propres de A associés a la valeur propre

sinfx, —isinfxy, =0

X = e sont les multiples de < 1 ) .

Corollaire. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si 0 ne soit pas une valeur
propre de A.

Une matrice carrée A € K" admet toujours des valeurs propres a condition que
le corps K soit algébriquement clos. Rappelons qu'un corps K est dit algébriquement clos
si toutes les racines de tout polynoéme P € K[X] sont dans K.

Exemple. Le corps des nombres complexe C est algébriquement clos.

On sait d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss que tout polynéme P € C[X] de degré n
admet exactement n racines distinctes ou multiples dans C, ceci montre que toute matrice
A € C™ admet n valeurs propre comptées avec leurs multiplicités (vu que les valeurs
propres de A sont les racines de P4). Le nombre des valeurs propres distinctes de A est
toujours inférieur ou égal a n. Formellement, on écrit

Pa(z) = (=1)" ] [(z = x)"

1=1

ol A1, Ag, ..., A, désignent les valeurs propres distinctes de A, de multiplicités respectives
ki, ko, ..., Kk, telles que k1 + ks + ... + k,,, = n.

Le corps R n’est pas algébriquement clos. Un polynéme dans R[X] peut ne pas avoir des
des racines dans R. C’est le cas dans I’exemple suivant :

P(X)=X*+1

Dans le cas o un polynéme P(z) = ag + a1z + ... + a,2" € R[X] admet n racines dans R
distinctes ou multiples, on dit que P est scindé dans R. C’est a dire qu’il se factorise dans

R sous la forme
m

P(z) = a, H(x — ay)Fi

i=1
ol «aqp,qs,...,0,, désignent les racines distinctes de P, de multiplicités respectives
ki, ko, ...,k tels que ky + ko + ...+ k,, = n. D'une maniére générale, nous avons la définition
suivante :

Définition 3.2.5

Un polynéme P dans K[X] de degré n est dit scindé dans K s’il admet n racines
(pas nécessairement distinctes) dans K.
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Proposition 3.2.1

Pour qu’une matrice A dans K™" admette n valeurs propres dans K il faut et il suffit
que le polynome caractéristique P4 associé a A soit scindé dans K.

Proposition 3.2.2

Un vecteur propre associé a une valeur propre n’est jamais unique.

En effet, soit u un vecteur propre de A associé & la valeur propre \. Soit v un vecteur non
nul dans Ku. On a v = au avec o # 0 :

Av = A(au) = aAu = alu = Mau) = \v.

Ainsi, tout vecteur non nul colinéaire avec u est un vecteur propre associé a \.

Proposition 3.2.3

Deux matrices semblables ont toujours le méme spectre.

En effet, soit A et B deux matrices semblables, il existe alors une matrice inversible P telle

que :
B=P'AP
Alors;;
AN€og(B) < det(B—X)=0
e det(P~'AP — A\P"'P) =0
e det(P(A— \)P) =0
<= det P~'det(A—A)det P =0
< det(A—X)=0
<~ leo(4).

Proposition 3.2.4

Un vecteur propre n’est jamais associé a deux valeurs propres distinctes.

En effet, soient A, 4 deux valeurs propres distinctes d’une matrice A, supposons que u est
un vecteur propre associe a A et u a la fois. Alors

Au = du et Au = pu,

ce qui revient & dire que Au = pu o bien (A — p)u = 0. Vu que A # pu, on obtient u = 0 or
un vecteur propre n’est jamais nul. Par conséquent, \ et y ne peuvent pas avoir un vecteur
propre commun.

Corollaire. Soit A\, ju € o(A) telles que \ # u, alors ExN E, = {0}.

Soit u,v deux vecteurs propres de A associés respectivement & deux valeurs propres dis-
tinctes A et u, alors u et v sont forcément linéairement indépendants. Car : soit «, f € K
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3.2 Réduction d'une matrice carrée

tels que au + fv = 0...(%), alors

Alau + pv) = A(0) < alu+ Suv =0
& alu+ p(—au) =0
& aA—pu=0
= a=0et f=0dapres (%).

Supposons maintenant qu’on a trois vecteurs propres vy, vy et wvg correspondants a des
valeurs propres distinctes Aj, Ay et A3, alors les trois vecteurs sont aussi linéairement indé-
pendants. En effet, soit aq, as, az € K tels que ajv; + agvg + agvg = 0...(xx), alors

A(Ozﬂ]l “+ Uy + agvg) = A(O) <~ 041>\1U1 + (12/\21}2 + 043/\31)3 =0
<~ (12()\2 — )\1)1)2 + 043()\3 — )\1)03 =0
= ap = az = 0 d’apreés le premier cas
= o =0 d’aprés (xx).

D’une maniére générale, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2

Les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement indé-
pendants.

Quelques théorémes sur la diagonalisation des matrices carrées :

Théoréme 3.2.3

Une matrice A € K™" est diagonalisable si et seulement si elle admet n vecteurs
propres linéairement indépendants.

Théoréme 3.2.4

Soit A une valeur propre d'une matrice A € K™" de multiplicité k (k € N: 1 <k <
n) et E) le sous espace-propre associé a A, alors 1 < dim F, < k.

Démonstration. Supposons que A est la matrice associée a un endomorphisme f défini sur
un espace vectoriel F/ de dimension n. Vu que A est une valeur propre de A, alors E) n’est
pas réduit a {0}. Soit d = dim F, alors 1 <d <n .

— Sid =n, alors E = E), et A = A, dont le polynéme caractéristique est P4(X) =
(X — A\)™. D’ou, A est une valeur propre de A de multiplicité n ce qui montre que
la dimension de E) est égale a I'ordre de multiplicité de A, donc I'inégalité souhaitée
est vraie.

— Sid < n, soit {ejy, e, ...,e4} une base de E, . D’aprés le théoréme de la base incom-
pléte, il existe des vecteurs {eg41, €412, ..., €} tels que {ey, ea, ..., €4, €411, ..., €5} sOit
Ay B )
On—dm,—d c )
D’apres les formules de développement des déterminants, il vient immédiatement que
PA(X) = (X —))?Q(X), ce qui prouve que A est une racine de Py (X) de multiplicité
au moins égal a d, dou 1 < d < k.

une base de E. Alors la matrice A dans cette base sera de la forme
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

]

Théoréme 3.2.5

Soit A € K™" une matrice carrée admettant p valeurs propres A, g, ..., A, dans K
de multiplicités respectives kq, ko, ..., k,. Alors, A est diagonalisable si et seulement
si

dim E), +dim E), + ... + dim E), = n.

\.

Corollaire. Sous les hypothéses du Théoréeme 3.2.5, si Pa(X) est scindé et dim E,, = k;
avec i =1,...,p alors A est diagonalisable.

Polyn6me annulateur :

Définition 3.2.6

Soit P(X) = ap+ a1 X + ... + an X™ un polynome dans K[X].
— Si A € K™, on note P(A) la matrice dans K™ définie par :

P(A) =apl, + 1A+ ... + a,, A™.

— Un polynéme est dit annulateur pour la matrice A si P(A) = 0.

Exemple. 1. Si A est une matrice idempotente (c’est a dire A> = A), alors le polynéme
P(X) = X(X —1) est annulateur pour A.

2. Le polynome X — 1 est annulateur pour la matrice identité.

-4 0 -2
3. Le polynome (X —1)3(X +2)? est annulateur pour la matrice A = 0 1 0
5 1 3

Remarque. Bien que la multiplication des matrices ne soit pas commutative, on a cepen-
dant :

P(A)Q(A) = Q(A)P(A)
pour tout couple de polynomes P, Q € K[X].

Cela tient au fait que les différentes puissances de A commutent entre elles.

Proposition 3.2.5

Soit P(X) un polynéme annulateur pour une matrice A € K™". Alors les valeurs
propres de A figurent parmi les racines de P.

42



3.2 Réduction d'une matrice carrée

Démonstration. Si A est une valeur propre de A, il existe un vecteur non nul v tel que
Av = M et Afv = Movk € N. Soit P(X) = ap + a1 X + ... + a,,X™ un polynome
annulateur de A (P(A) =0), c’est a dire

aol, + a1A+ ...+ a,, A" = 0.
En appliquant cette relation au vecteur v on trouve :

agV + a1 Av+ ...+ a, A" =0 & agv+ a v+ ...+ a0 =0
& (ap+a A+ ...+ a N =0
& PAv=0

Or v # 0, donc P(A) = 0. O

Théoréme 3.2.6

Soit A une matrice carrée d’ordre n dans K™". Il existe toujours un polynéme annu-
lateur pour A (autre que le polynéme nul).

En effet, on sait que la dimension de la classe K™" des matrices carrées d’ordre n a co-
efficients dans K est n?, donc toute famille de n? + 1 matrices est lice. En particulier les
matrices I,,, A, A, ..., A" sont lices. Il existe donc ag, ay, as, ..., a2 € K non tous nuls, tels
que :

aoly + a1 A + as A% + ...+ a,2 A" =0

ce qui veut dire que le polynome
P(X)=ap+ a1 X + asX?+ ... 4+ a,p X"

est annulateur pour A.

Théoréme 3.2.7: (Théoréme de Cayley Hamilton)

Pour toute matrice carrée A € K™, le polynéme caractéristique de A est annulateur
pour A.

Théoréme 3.2.8: (Théoréme de polyndéme annulateur)

Une matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme annulateur
de A, scindé et n’ayant que des racines simples.

Corollaire. Toute matrice A € K™" admettant n valeurs propres distinctes dans K est
diagonalisable.

Polynéme minimal :

Définition 3.2.7

On appelle polynéme minimal de A et on note 74, le polyndéme annulateur de A
unitaire ¢ de plus petit degré.

a. unitaire veut dire que le coefficient du terme de plus haut degré vaut £1.
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3 Similitude, décomposition et réduction des matrices

Remarque. Tout polynéme P multiple de 74 est annulateur pour A.

En effet :

Proposition 3.2.6

Les polynémes annulateurs de A sont tous des multiples de 7 4.

Démonstration. Soit P un polynéme annulateur pour A. Effectuant la division euclidienne
de P par 74, on a :

R =0 ou bien degR < degm si R # 0.

Puisque P(A) = 0 et m4(A) =0, on a R(A) = 0. Donc R est un annulateur de A. Mais
w4 est Pannulateur de degré le plus petit, ainsi R # 0 est impossible. Donc, R = 0 et w4

{ P(X) = Q(X)ma(X) + R(X)

divise P. L]
3 2 =2

Exemple. Soit la matrice a coefficients réels A=1 —1 0 1 . Son polynome carac-
1 1 0

téristique est Pa(X) = (1 — X)3.

Pour déterminer le polynome minimal de A on fait les remarques suivantes :

— il admet 1 comme unique racine,

— il divise Py,

— 1l est unitaire.
Il n’y a donc que trois possibilités (1 — X) ou (1 — X)? ou (1 — X)3. Or la matrice A est
différente de I3, donc (1 — X) n’est pas un polynéme annulateur de A. Pour conclure, il
suffit alors de calculer (I — A)%. On trouve la matrice nulle donc m4(X) = (1 — X)? .

Proposition 3.2.7

Une matrice A dans K™" est diagonalisable si et seulement si toutes les racines de
son polyndéme minimal sont simples et sont dans K.

-1 1 1
Exemple. 1. La matrice A = 1 -1 1 est diagonalisable car
1 1 -1
TA(X) = (X +2)(X - 1).
3 2 =2
2. La matrice A=| —1 0 1 n’est pas diagonalisable car w4(X) = (1 — X)2.
1 1 0

Ce dernier exemple, nous entraine a poser la question suivantes : Pour une matrice A non
diagonalisable, quelle est la forme la plus simple que l'on peut obtenir pour une matrice

semblable & A7
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3.2.3

Décomposition de Jordan :

Si une matrice A € K™" ne posséde pas n vecteurs propres linéairement indépendants, ce
qui peut se produire si des valeurs propres de A sont de multiplicité supérieure a 1, il n’est
pas alors possible de diagonaliser A, on peut cependant écrire A sous forme triangulaire
par bloc de sous-matrices en procédant de la maniére suivante. Soit Ay, Ao, ..., Ag les valeurs
propres de A de multiplicités respectives mq, ma, ..., mg et soit ni, ns,...,n, le nombre de
vecteurs propres linéairement indépendants correspondants a ces valeurs propres, n; < m;,
1=1,2,...,s.

Pour chaque valeur propre \;, on dit que X, est un vecteur propre généralisé d’ordre r de

A si
(A — )\Z'>TXZ‘7T =0et (A — )\i)T*IXZ-’T 7£ 0.

Ainsi, les vecteurs propres de A sont considérés comme des vecteurs propres généralisés de
A d’ordre 1. Un vecteur propres généralisé d’ordre r > 2 correspondant a la valeur propre
A; peut étre obtenu a partir des vecteurs propres généralisés d’ordre 1,2,...,7 — 1 par :

AXii = NXig
AXio = NXi2+ X

AXip = NXip + X5,
la suite X1, X;o,..., X;, forme une chaine de Jordan de longueur r associée a la valeur
propre )\; et au vecteur propre X;;. On montre :

- que l'on peut toujours trouver m; vecteurs propres généralisés de A linéairements indé-
pendants pour chaque valeur propre A; ;

- que ces m,; vecteurs propres généralisés peuvent étre générés par n; chaines de Jordan
dont la somme des longueurs est égale a la multiplicité de \;;

- que les n vecteurs propres généralisés relatifs & toutes les valeurs propres de A forment
une base dans laquelle la matrice A est représentée par une forme canonique de Jordan
telle que :

J =diag(J(\1), J(A2), ..., J(As))
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et ou les blocs de Jordan Ji(\;) (k= 1,...,n;) sont des matrices carrées de la forme :

N 1 00 0 0

0 XN 10 0 0
Je(N\) =

0 DV |

0 0 A

dont l'ordre est égal a la longueur de la chaine de Jordan a laquelle Ji(\;) est associé. Sil'on
désigne par P la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres généralisés
linéairements indépendants d’une matrice A quelconque, on peut donc écrire :

P AP =Jet A= PJP .

6 2 2
Exemple. Soit la matrice A = —2 2 0 |. Les valeurs propres de A sont A\ = 2
0 0 2
0
et Ao = A3 = 4, les vecteurs propres respectivement associés sont X, = —1 et
1
1
Xo = | —1 |. Comme la matrice A ne posséde que deuz vecteurs propres linéairement
0

indépendants, on ne peut la diagonaliser. On vérife que X, est le seul vecteur propre géné-
ralisé associé a \y = 2. Par contre, on peut construire un vecteur propre généralisé d’ordre
2 associé a4 Ay = 4. On doit donc résoudre (A — Xol3) X = Xy, alors

2 2 2 x 1 20 +2y+22=1
-2 =2 0 y |l=1 —-1]=< —2r—2y=-1
0o 0 -2 z 0 —22=0
x : o 1 1
soit par exemple X = | y | = 0 et la matrice P= 1| —1 —1 0 telle que la
z 0 1 0 0
forme canonique de Jordan de A est donnée par :
0 0 1 6 2 2 0 1 % 2 00
P'AP=[ 0 -1 -1 -2 20 -1 -1 0 |=]1041
2 2 2 0 0 2 1 0 0 0 0 4
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Théoréme 3.2.9

Soit A € K™"™, P, son polyndéme caractéristique et w4 son polynéme minimal.

L. Si Py(X) = (X = A" et ma(X) = (X —X)™ avec m < n et dim E) = k, alors la
matrice A est semblable & la matrice J (dite réduite de Jordan) donnée par :

L) 0 .0
0 B ... 0
J=JA) = : : :
0 0 ... L0

ou chaque J;(\) est un A-bloc de Jordan et I'ordre du plus grand bloc est égale
am =degmy

2. Si Py(X) = (X — A)"™(X — Ag)™ ... (X — Ag)™ alors la réduite de Jordan
associée a A est la matrice J donnée par

JO) 0 0

0 J0) 0
J= , :

0 0 ... JOW

ou chaque J(\;) est de taille m;. De plus, pour chaque valeur propre \; , le
nombre k; de sous-blocs de Jordan dans J(\;) d’ordre [ est égale a

k; = 2dim ker((A— \I)") —dim ker((A— X)) +dim ker((A—X\1)) (3.1)

.

Exemple. 1. Soit A € R%® une matrice réelle d’ordre 6 telle que :
Pi(\) = (A —4)° 74(\) = (A —4)* et dim By = 3.

Alors on a une seule valeur propre égale a 4. Comme dim Ey = 3, il existe alors trois
sous-blocs de Jordan, et comme degmy = 4, alors un des sous-blocs est d’ordre 4,
mais ceci entraine que forcément les autres blocs sont d’ordre 1. Ainsi, la réduite de
Jordan associée a A est

410000
041000
004100
J=1000 400
000040
000004
2. Soit la matrice
6 30 —-16 —4 —15
-110 4 1 10
2 02 -7 -2 -1
A=l 0 00 2 0 o0
320 —12 -1 -10
0o 00 0 0 3
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Le polynéme caractéristique de A est Pa(X) = (X —2)°(X — 3).
Les espaces propres associés sont :

,0,0,1,0),(0,0,1,0,0,0) >

E, =< (1, 1,0),
< ,—1,0,0,1) >

1,0
E3 - (O, 5
(< u,v > désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs u et v).
On sait alors que A est semblable a une matrice de la forme

= ( Y )

sachant que J(2) est de taille 5 et J(3) est de taille 1.

Il est clair alors que J(3) = (3). Il reste a déterminer J(2). Comme dim Ey = 2, on
déduit que dans J(2) il existe deux sous-blocs de Jordan, mais comme [’ordre de J(2)
est & alors les ordres des deux sous-blocs sont soit 2 et 3, soit 1 et 4. Calculons, par
la formule (3.1), le nombre de sous-blocs d’ordre 1. On a

ki = 2dimker(A —2I) — dimker((A — 27)°) + dim ker((A — 21)?)
= 2dim Fy — dimker I + dimker((A4 — 21)?)
= 4— 0+ dimker((A — 27)?).
Calculons ker((A —2I)?). On a :

ker((A—2I)%) ={veR%: (A-2I)% =0}

avec
110 -4 -1 -5
000 0 0 5
) 2 2 0 -8 —2 —11
A=2D"=10300 0 0 o0
110 -4 -1 -5
000 0 0 1

Donc, ker((A — 21)?) = {0}. D’ou, il existe eventuellement 4 sous blocs de Jordan
d’ordre 1 associés a 2, ceci contredit le fait que J(2) contient deux sous blocs de
Jordan. Ainsi, les sous-blocs de Jordan associés a la valeur propres 2 sont d’ordre 3
et 2 respectivement et la matrice de Jordan associée a A est alors :

o O SN =

o OO S O N
o O O N = O
S| O N o O O
SN o O O
w | O O o O O

Pour trouver la matrice de passage P, il faut déterminer des wvecteurs
{U17U27U37U47U57U6} avec

AUl = 21]1, A’UQ = + 2U2, AU3 = Vg + 21)3,
AU4 = 2’047 AU5 = U4 + 2U5, A’UG = 3U6
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vy, vy et vg sont les vecteurs propres déja trouvés, donc
v; = (1,0,0,0,1,0), vy = (0,0,1,0,0,0) et vg = (0,0,—5,6,0,1)
apres calcul on trouve :

vy = (3,-1,0,0,2,0), v3 = (0,1,1,0,0,0) et vs = (2,0,0,1,—2,0)

et alors
1 3 00 2 O
0 -1 10 0 5
2 0 11 0 -1
P= 0 0 00 1 0
1 2 00 -2 0
0 0 00 0 1
3.2.4 Déco
La décomposition polaire est 1'équivalent matriciel de I'écriture z = re® des nombres

complexes :

Définition 3.2.8

Toute matrice A € K™" peut étre écrite sous la forme A = HU ou H = (AA*)'/?
est une matrice symétrique définie positive et U est une matrice unitaire. Cette
décompotion est unique.

Vérifions facilement que la matrice AA* est :
- symétrique : (AA*)* = (A*)*A* = AA",
- définie positive : VX € C*, (AA*X, X) = (A*X, A*X) = || A*X||” > 0.

AA* posséde donc toujours m vecteurs propres linéairement indépendants (qui peuvent étre
choisis orthogonaux) relatifs aux valeurs propres positives Ai, Ag, ..., A, €elle peut alors étre
décomposée en AA* = SDS* onl S est unitaire et D = diag(\y, g, ..., A ). H = (AA*)1/? =
SD'Y25* o DV? = diag(v/A1, VA2, ..., VAm), Puisque

H? = HH = SD'Y28*SD'Y?28* = §DS* = AA*.

1/2

Les valeurs propres positives si, S, ..., 8, de la matrice (A*A)'/# sont appelées les valeurs

singuliéres de la matrice A. On montre les résultat suivant :
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Théoréme 3.2.10

Toute matrice A € K™" admet une décomposition en valeurs singuliéres de la forme :
A=UDV* (3.2)

ou U et V sont des matrices unitaires respectivement d’ordre m et d’ordre n et ou

D = (dij)1<i<m est une matrice m x n telle que d;; = VAi,i = 1,...,m et d;; =
1<j<n

0 ailleurs. Les colonnes des matrices U et V formées respectivement a partir des

composantes des vecteurs propres orthonormés de AA* et A*A. Les valeurs propres

non nulles de ces deux matrices coincident.

et (AA*)Y? = ( \éi (1) ) . Les valeurs singuliéres de la matrice A sont donc s1 = /2 et

1
so = 1. Les vecteurs propres orthonormés correspondants sont X, = ( ) et Xo = < X )

0 1
10
desortequeV—(O 1).

10 101 1 01
D’autre part, AA* = 0 1 = 0 1 0 |, dont les valeurs propres
010
10 1 01
sont \y =0, o =1 et A3 = 2 et les vecteurs propres orthonormés associés sont :
1 1
V2 0 V2
Yi=| O s Yo=| 1] 5 Y5= 0
L 0 1
V2 V2
de sorte que
L 0 4
V2 V2
U= 0 1 0
1 0 L
V2 V2
Finalement, on a :
1 1
10 Ve 0 Vol V2 0 10
A=10 1 | = 0 1 0 0 1 ( 01 ) :
1 1
10 G 0 - 0 0
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Pseudo-inverse d’'une
matrice et inverse
generalise

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion d’inverse d’'une matrice carrée a coefficients
dans K =R ou C.

4.1 Inverse généralisé

La solution du probléme linéaire
AX=BouAeK™" X eK"et Be K™, (4.1)

peut étre exprimée en général de la fagon suivante :

Proposition 4.1.1

Si M € K™™ satisfait a

AMA=A (4.2)
alors (4.1) posséde une solution si et seulement si
AMB = B.

Dans ce cas, toutes les solutions de (4.1) s’écrivent sous la forme :
X=MB+ (I,— MAY

ou Y est un élément quelconque de K”.




4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

Démonstration. En effet, d’une part, s’il existe au moins un vecteur X tel que AX = B,
alors

B=AX = AMAX = AM (AX) = AMB,

et la condition est nécessaire.

D’autre part, si AM B = B alors les éléments X = M B + (I, — MA)Y, Y € K", vérifient
la relation

AX = AMB+ A(I, — MA)Y = AMB + AY — AMAY
AMB + AY — AY = AMB = B

et sont donc des solutions du systéme (4.1). O

Remarque. 1) I, — M A est une application linéaire de K" dans K™ dont l’image est
précisément le noyau ker(A) de la matrice A :

VY € ker(A) : (I, — MA)Y =Y,
VY & ker(A) : A(L, — MA)Y =0.

2) Si la matrice A posséde un inverse & gauche A;l telle que Ag_lA = 1,, ce qui est possible
sim >n et rang(A) = n, alors en posant M = Ag_l on en déduit que AMA = A et que le
systeme (4.1) admet une solution si et seulement si AA;'B = B ou bien (I,,—AA;")B = 0,
qui représente la condition de compatibilité du systeme d’équations linéaires (4.1). Dans ce
cas la solution est donnée par :

-1
X =A;'B.

De méme si A admet un inverse a droite A;l telle que AA;1 = 1I,,, ce qui est possible si
m < n et rang(A) = m, alors en posant M = A;l on en déduit que AMA = A et que le
systeme (4.1) est toujours soluble et que toutes les solutions peuvent s’écrire sous la forme
X = A;lB pour un certain inverse a droite de la matrice A.

Si A est carrée, m = n, inversible, alors son inverse A™! = A;l = A;' est unique et la
solution unique du systeme (4.1) est X = A7'B.

3) Cependant, une matrice M vérifiant (4.2) peut exister méme lorsque A ne posséde ni
verse a gauche ni itnverse a droite.

Définition 4.1.1

On appelle inverse généralisé de la matrice A € K™" toute matrice A® € K™™ telle
que
AACA = A
{ AGAAG — AG (4‘3)
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4.1 Inverse généralisé

On montre que toute matrice A € K™" admet au moins une matrice inverse généralisée
A% ¢ K™ Celle-ci est unique si et seulement si A = 0 ou A est carrée et non singuliére.
Dans ce dernier cas, on a évidemment A = A~

En vertu de la proposition précédente, on peut exprimer toutes les solutions d’un systéme
d’équations linéaires en fonction d’une matrice inverse généralisée.

Exemple. Soit le systeme linéaire :

T+ 01‘2 = bl
0331 + O$2 = bg

. o . - 1 O . T . b1
soztAX—BouA—(O O)’X_<x2)etB_(b2)'

Puisque rang(A) =1 < 2, la matrice A ne posséde ni inverse a gauche ni inverse a droite.

On vérife cependant facilement que M = é 8 satisfait aux conditions (4.3) et consti-
. o . . 1 0 10
tue donc un inverse généralisé de la matrice A. On a bien AMB = 00 00 B =

B, soit comme attendu by = 0. Donc la solution générale du systeme est, tenant compte de

by =0 :
X = MB+(IR—MA)Y:((1) 8)(%)*(8 g))(Z;)
- <%1)+<3?2>

b .
ouY = ( zl ) est un élément quelconque de R?. D'ot, X = ( yl ) quelque soit yo € R.
2 2

Interprétation de l’inverse généralisé d’une matrice : Interprétons la matrice A €
K™™ comme les composantes d’une application linéaire A défine de F dans F ou E et
F sont des K-espaces vectoriels tels que dim(E) = n et dim(F) = m, on montre que AY
représente les composantes d’une application linéaire telle que :

Im(A) @ ker(AY) = F
{ ker(A) & ImEAG) =F (4.4)

c’est a dire le noyau de A® est un supplémentaire de I'm(A) dans F et I'image de AY est
un supplémentaire de ker(A) dans E.

Inversement, tout couple de supplémentaires £’ et F’ respectivement dans E et F' vérifiant
(44) :

{ Im(A)@ F' =F (4.5)

ker(A)® ' = F

définit une application linéaire donc une matrice A9 inverse généralisé de la matrice A.
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4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

Parmi tous les sous-espaces vectoriels supplémentaires vérifiant E’ et F’ vérifiant (4.5), on
porte une attention particuliére au cas ou E’ et F” sont les compléments orthogonaux de
ker(A) et Im(A), c’est a dire :

Im(A)+ F' =F, ker(A)+ E' =E,
ker(A)N E" = {0}, Im(A)n F" = {0},
wu' =0et v =0

Vu € ker(A), Yv € Im(A), Vu' € E', Yo' € I’

Ce choix définit de facon unique une application linéaire A%, inverse généralisé de A,
appelée I'inverse de Moore-Penrose de la matrice A, noté AT.

Définition 4.2.1

A toute matrice A € K™", on peut associer une matrice unique A" € K™™ appelée
pseudo-inverse ou inverse de Moore-Penrose de A telle que :

AATA = A

ATAAD = At

(AATy: = aat (MP)
(ATA)* = AT A

Remarque.
1. Im(A") = Im(A*) = Im(ATA) = Im(A*A), Im(A) = Im(AAY) = Im(AA*).

2. AAT est le projecteur orthogonal sur Im(A) dans K" et ATA est le projecteur ortho-
gonal sur Im(A*) = ker(A)*+ dans K™.

En effet, puisque AT vérifie le systéme (MP), on a :

AATA= A= ATAATA = ATA — (ATA)*> = ATA,

ce qui signifie que AT A est un projecteur puisqu’il est en plus symétrique, il est un projecteur
orthogonal sur son image Im(AfA).

De la méme facon, on montre que AAT est le projecteur orthogonal sur Im(A).

Exemple.

1) Reprenons la matrice A = < (1) 8

de A, écrivons AT = ( a b
c d

) . Afin de déterminer inverse de Moore-Penrose

) ou a,b,c,d sont des constantes a déterminer. En exprimant




4.2 Inverse de Moore-Penrose

les conditions (MP), on a :

(o) (s (h0) = (0) =
()G o)(e) - (2 h)—wemd
(30) = (50)=00
(gg>::<ig>=wzo

donca=1,b=0,c=0,d=0 etAT:(l O).

2) Dans le cas d’une matrice A € K™, de la forme

4 ( diag(sg...,sr) 8 ) 7 (4.6)

ou s; >0,1=1,...,r, on vérife aisément que la matrice

diag(+,..., L) 0
T _ s1? ) S
A" = < 0 0 (4.7)

vérifie les relations (MP) et constitue donc la matrice pseudo-inverse de A.

Le pseudo-inverse d'une matrice A quelconque peut étre calculé a partir de sa décomposi-
tion en valeurs singuliéres. En effet, si A = UDV™ ott U et V sont unitaires et D est de la
forme (4.6), alors on vérifie que

AT =VDIU* (4.8)

ot DT est donnée par la formule (4.7).

1) AATA=UDV*VDIU*UDV* = UDD'DV* = UDV* = A,

2) ATAAT = VDIU*UDV*VDIU* = VDI DD'U* = VDIU* = AT,
3) (AAT)* = AAT,

1) (AtA)* = AtA.

Exemple. On a vu que la décomposition en wvaleurs singulieres de la matrice A =

1 1
1 0 72 0 75 V2 0 10
0 1 J|estU= 0O 1 O , D= 0 1 |etV= . Donc linverse
10 0 —- 0 0 01
V2 V2
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4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

de Moore-Penrose de A est :

At = vDtu*
1 v
L 2 2
B 1 0 7 00 I
V2 V2

Si A est une matrice et a € C*, alors :

(At =4
(@A) =147 a#£0
(AN = (A"
(AT = (A9

AT (ATA)T AT = Ar(AAY)
AALAD)TAL = A

ATAAT = A

| rang(A") = rang(A) = rang(A")

Si A est carrée inversible alors A~1 = Af.

Théoréme 4.2.1

Soit A € K™" de rang r, si {vq,...,v,} est une base de Im(A*) et {wy, ..., w,_,} est
une base de ker(A*), alors

Al = [vg,...,0,,0,...,0] [Avy, ..., Av,, wy, ...,wn_r]_l

Démonstration. En utilisant la définition de AT, on a :

AT [Avy, .. Avpwy, o wy] = [ATAvl,...,ATAvT,ATwl,...,ATwn_r]
= [’Ul,...,UT,O,...,O]-

D’autre part, [Avi,..., Av,,wy, ..., w,_p] est une base de K", donc AT

[V1, .., U, 0, .., 0] [Avg, ..., Av, wy, ...,wn,r]_l ) ]
1 0 1

Exemple. Calculer At si A = ? (1] i)
0 -1 -1
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4.2 Inverse de Moore-Penrose

2 0 2 ; 0
1], -1 est une base de Im(A*). Al 1 | = 5 et Al -1 | =
3 —1 -1
—1
-1
—4
-1
2
? 2 ;11 0
Donc Af 9 =11 et At T -1
1 3 2 -
On calcul maintenant la base de Im(A)~ = ker(A*), on résout alors le systéme A*zx = 0,
on a :
0
l _1
_ 2 2
r =X + 29 1
l _1
2 2
et
1 0
; 1 ; 1
2 — 2 =
A 0 =0; A 1 0
_1 _1
2 2
Donc
? :}1 _11 _01 2.0 00
A O i B e AU
3 =100
1 1
-1 2 =5 =3
et .
2.0 00 ?) :411 _11 _01
Al=11 -100 5 1 0 1
3 =100 1 1
-1 2 -5 =3

Méthode pratique pour le calcul du pseudo inverse de Moore-Penrose :

Théoréme 4.2.2

Soit A € K™"™ et A = FG une décomposition de rang maximal. Alors

Al = G*(F*AG*)'F*.

Il vient de ce théoréme que toute matrice a un unique pseudo inverse de Moore-Penrose.
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4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

Démonstration. Montrons d’abord que F*AG* est inversible. On a :
F*AG* = F*FGG* = (F"F)(GG")
mais d’aprés l'inégalité de Sylvester :

rgF +rgF* —r < rg(F*F) < min(rgF, rgF*)
= 1 <(F'F) <r=rg(F*F)=r.

Vu que F*F € K" donc F*F est inversible. De méme, GG* est inversible et alors F*AG*
est inversible et on a
(F*AG*)—l _ (GG*)—l(F*F)—l

Il est ensuite évident de vérifier que la matrice G*(F* AG*)~! F* vérifie les conditions (MP).
En effet :
(1) AATA = A[G*(F*AG")'F*| A = FGG*(GG*)"Y(F*F)"'\F*FG = FG = A.
(2) ATAAT = G*(GG*) Y (F*F) '\ F*FGG*(GG*) Y (F*F)'F* = G*(GG*) Y (F*F)"'F* =

AT,
(3) (AAN)* = (FGG*(GG*) " YWF*F) '\F*)* = (F(F*F) ' F*)* = F[(F*F)"!|" F* = AAT.
(4) (ATA)* = (G*(GG*)"YWF*F)'F*FG)* = (G*(GG")'Q)* = G* [(GG*)1| G = ATA.

[

Proposition 4.2.1

Soit A € K™"™ une matrice de rang r. Alors
1. Si A est de rang maximal en colonnes alors AT = (A*A)~1A*.
2. Si A est de rang maximal en lignes alors AT = A*(AA")~L.
3. Si A = FG est une décomposition de rang maximal alors At = GTF1.
4

.Si A= FPG avec F € K™, G € K", P e K" et rgF = rgG =r et P
inversible alors

At =GiPLFT.
Exemple.
2 -2 3
1) Soit A une matrice carrée d’ordre 3 et de rang 2 donnée par A= | 1 —1 3
0 0 1
On considere la décomposition en rang maximal suivante :
2 -2 3 1 -1
A=|1 -1 3 |=]2 1 (_11 _11 _21):FG.
0 0 1 1 1

Alors :

AT — G*(F*AG*)le* — ot
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4.2 Inverse de Moore-Penrose

2 0 -1
. 01 0 . ‘
2) Soit B = 00 1 . Comme B est de rang maximal en lignes alors,
01 0
1 1
- 0 -0
2 2
B'=B'B)"'B'=|, 1,1
2 2
0 01 0
1 -1 2 3
3) SoitC=| -1 0 —1 =2 |. Comme C est de rang mazimal en colonnes alors,
-1 1 2 1
2
1 ==
3
; . 3 -1 4
ct=cCcrccr) T = 1
( ) -1 3 -1
0 L 0
3

Cas d’une matrice partitionnée

Proposition 4.2.2

Soit A une matrice dans K" de rang r telle que
A Ap

A=
( Ag Ag

avec A1; € K™ inversible. En posant : A; = ( ﬁ“ ) et Ay = ( A A ) Alors
21

Al = A3(ATAAL)TTAL

La méthode de résolution des systémes linéaires AX = B avec la matrice inverse ne fonc-
tionne que si A est une matrice carrée, et encore elle ne fonctionne pas si le probléme est
singulier c’est a dire dans le cas ou le déterminant de A est nul et que la matrice inverse
n’existe pas. D’autre pas les matrice rectangulaires n’ont pas pas d’inverse ni de détermi-
nant. Cependant nous souhaitons donner un sens a la solution de systémes non inversibles
et aussi triangulaires car ils sont fréquents.
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4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

T bl
SiA=(a;)eKmn X=| . |eKretB=| . |eKm,
Tn bm

a1 + a12T9 + ...+ ALy = bl
a21T1 + Q992 + ... + a9, = 172

Am1T1 + QmaTa + ... + QrnTn = b

Sim = n et rang(A) = n, le systéme admet une solution unique donnée par la méthode
de Cramer.

Sim < n, le systéme est dit sous-déterminé ot il y’a moins d’équations que d’indéterminés,
le systéme admet une infinité de solutions.

Sim > n, le systéme est dit sur-déterminé ou il y’a plus d’équations que d’inconnues,
généralement le systéme n’a pas de solution. On peut chercher une solution approchée
satisfaisant au mieux toutes les équations du systéme par la méthode des moindre car-
rée qui consiste a chercher une solution X € K" telle que e(X) = [[AX — B|* =

m n 2
D12 awrr — b
k=1

soit minimal ou ||.| désigne la norme euclidienne. On cherche donc
i=1

X tel que 32 |[AX — B> = 0.

Ty

n 2

E a;xTr — b;

0 , 0
0 = ——AX - BJ* ==
a{L‘j 8$]ZZI 1

= 2ZZ(aikxk —b)a;, j=1,...,n

i=1 k=1

Soit
A*(AX — B) =0 ou encore A*AX = A*B.

Si A*A est inversible (on sait déja que la matrice A*A est symétrique et définie positive),

alors
X = (A*A)*IA*B,

donc X = A'B. En effet, notons UDV* la décomposition de la matrice A en valeurs
singuliéres, on a :

(A*A)'A* = (VD*U*UDV*) YV D*U*)
— V*)fl(D*D)fl<Vflv)D*U*
= V(D*D)'D*U".
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4.2 Inverse de Moore-Penrose

Si D est de la forme D = ( Dn ) ou D, = diag(s1, S, ...,8p) avec s; > 0,4 = 1,...,n,

0
alors
(D*D)'D* = (D'D)'D'=(D!.D,)'D
, 11 1 _
= dzag(s—%,g,...,g)(dzag (S1,52,..y8n) 0)
= (D' 0).
Ainsi,
(A*A) 1A = AT
et

X = (A*A)'A*B = A'B.

E

Consdérons le systéme linéaire matriciel AXB = C ou A € K™" B € KP4 sont données
et X € K™P est une matrice inconnue a déterminer. Comme

AXB = AA'AXBB'B,

une condition de compatibilité s’écrit :

AATCB'B = C

qui est une condition nécessaire et suffisante pour avoir une solution de I’équation AX B =

C.

Théoréme 4.2.3

La solution générale de I’équation compatible AX B = C' est donnée par :
X =A'CB' +Y — ATAY BB, (4.9)

ol Y est une matrice arbitraire de K™?.

Démonstration. (4.9) est bien une solution de I'équation AXB = C car en utilisant la
condition de compatibilité, on a :

AXB = A(A'CB'+Y — ATAYBB'") B
= AA'CB'B+ AYB — AATAYBB'B
— AATAA'CB'BB'B + AYB — AATAYBB'B
— AA'CB'B+ AYB — AYB = AA'CB'B = C.
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4 Pseudo-inverse d'une matrice et inverse généralisé

De plus toute solution de AXB = C peut s’écrire X = X + ATCB' — ATAXBB' qui est
une forme particuliére de (4.9) avec Y = X. O
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Les .-matrices et

calcul fonctionnel
matriciel

5.1 Les A\—matrices

Définition 5.1.1

Soit K[A] 'anneau des polynomes en A a coefficients dans K. On appelle A—matrice
de type (n,m), toute matrice A(A) a n lignes et m colonnes dont les coefficients sont
des polynomes dans K[A].

0,11(>\) alg()\) 500 CLLm()\)
AQN) = a21:(>\) am:()\) GQ’T(A) avec a;,; € KA, 1 <i<netl<j<m.
an1(A)  an2(A) ... apm(N)

Le degré de A()), noté deg A(\) est le plus grand degré parmi les degrés des coefi-
cients a;; de A(N).

Exemple.



5 Les A—matrices et calcul fonctionnel matriciel

A—1 A+ 3
5 VTN =2\ +1

2. Pour tout matrice A € K™, la matrice A — \I,, est une A—matrice de degré 1.

Proposition 5.1.1

Soit A(A) une A—matrice de type (n,m) et de degré d. Alors A(X) s’écrit d’'une
maniére unique sous la forme :

1. La matrice ( ) est une A—matrice de degré 3.

d
AN =) ABXE = A 4 A@DXL L ADNY 4 4D
k=0

avec A®) € K»™ pour tout k € {0,1,...,d}.

De cette proposition, on peut définir une A—matrice de degré d comme étant un polynéme
de degré d en \ a coefficients matriciels.

5 VTN —2\+1

(ova)reoo)ee (o B)e (57

Remarque. A()\) est nulle si et seulement si A% =0, pour tout k € {0,1,...,d}.

-1 2
Exemple. Pour la matrice A(\) = ( A A3 ), on a :

Déterminant d’une A—matrice : Si A(\) est une A—matrice carrée d’ordre n et de degré
d. On pose
A(N) =det(A(N)) = |AN)].

A()) est un polynéme en A de degré inférieure ou égal a nd.

Définition 5.1.2

Soit A(\) une A\—matrice carrée d’ordre n et de degré d.

1. A()\) est dite unitaire si A®@ = T,,.

2. A(\) est dite réguliere si det A(\) n’est pas le polynome nul.
3. A()) est dite unimodulaire si det A(\) = det A©) £ 0.

Proposition 5.1.2

Si det A £ 0 alors A()) est réguliére.

Si A()) est réguliére, alors deg A()\) = nd et le coefficient de A\"? est |A©)].

Rang d’une A\—matrice : Le rang d’une matrice A—matrice est 'ordre du plus grand
mineur non nul.

Le rang d'une A—matrice réguliére est égal a son ordre. En effet : si A(X) = |A(N)| = 0,
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5.1 Les A—matrices

alors le coefficient de chaque puissance de A est forcément nul, le coefficient |A(®)| de A\
est nul ce qui n’est pas le cas pour une A—matrice réguliére.
Opérations sur les A\—matrices :

- Considérons deux A\—matrices A(\) et B(\) telles que :

AN) = ADNE 1 A=) xd=1 1 AW\ 1 A0,
B(\) = B@)X + Ba=Y i1t BO) + BO),

On dira que A(\) = B(A) si d = g et A = B® pour tout i € {0,1,...,d}.

- La somme et le produit de deux A—matrices A(\) et B(\) se définissent de la méme ma-
niére que dans le cas des matrices ordinaires a condition que les tailles soient compatibles.
Dans ce cas, on a :

deg(A(A) + B(A)) < deg(A(A)) + deg(B(A)),
deg(A(N)B(A)) < deg(A(X)) deg(B(X)).

- Si A(A) ou B(A) est réguliere, le degré de A(XN)B()) est exactement deg A(\) 4+ deg B(\)
ainsi que celui de B(A\)A(N).

- Le produit des A—matrices n’est (en général) pas commutatif, mais il est associatif. La
somme est commutative.

Exemple. Soit A(\) = ( A-L 2 > et B(\) = ( LA+ > Alors

A —1 M+3 A+1 X242
A 3M+3
ANFBN = g2y wyazgs
B 202 +31 -1 2>\3+)\2+6>\—3
ABA =y 08 4 0203042 A 130 46X — A +3

B ARSEPSE M 4+3X+5X+9
BNAR) = ( M H2X =3 N +2X 450 +20+6

- Supposons que A(\) est une A—matrice carrée d’ordre n, si on remplace A par une matrice
carrée C d’ordre n, on peut obtenir deux résultats différents étant donné qu’en général deux
matrices carrées d’ordre n ne commutent pas. Nous définissons les valeurs fonctionnelles
de A(X) a droite et a gauche Ap(C) et Ag(A\) comme suit :

Ap(C) = ADCT  Ad-Dod-1 4 4+ AWC 4+ A0
Ag(0) = CIA@ - 041 AW 14 CAD 4 AO)

2
Exemple. Soit A(\ ( A A+l ) etC’=(1 2>.Al0rs :

wo=(0 GG (5 )-(0 )
e (1Y () (2 (08 (5 ) (8 E)

L’inverse d’une \A—matrice :
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Proposition 5.1.3

Si A(M\) est une A—matrice régulicre, alors elle admet une matrice inverse donnée

par :
1
AN = —— A g
AW = FrslCom(AN)
L A+1 A
Exemple. La matrice AA\) = | 0 2 A—1 | est unimodulaire car
0 0 -1
AY) = 2= (40
et on a :
1 [ 2 NM4+1 M= —-A-1
DTE0 I A s

0 0 2
Remarque. deg[A(\)]™! # deg A()N).

Théoréme 5.1.1

Soit A()) et B(A\) deux A—matrices telles que |BdsBM)| £ 0 il existe alors deux
couples uniques de A—matrices (Qq(A), Ra(N)) et (Qg(N), Ry(A )) telles que R4(A) et
R,()) soient nulles ou de degrés inférieurs au degré de B(\) et telles que

A(A) = Qa(A)B(A) + Ra(X),
A(A) = BAN)Qy(A) + R

Si Rg(A) =0, B(A) est dit diviseur a droite de A()).
Si Ry(A) =0, B(\) est dit diviseur a gauche de A()).
Qa(A ) et R4(A) (respectivement Q) () et R,y(\)) sont appelées le quotient et le reste

a droite (respectivement le quotient et le reste a gauche) de la division de A(\) par
B(\).

Exemple.

AN — X 3N4+20-3 A2 A
1. Soit A(\) = (/\2+/\ V3 )\2_)\+3)etB()\):( 0 /\2_2)./1107“5

XA 34203 \ (A 2 XA YL (A 2
NAA ¥ -X2-2+3 )71 a-1 0 A2—2 A1

-~

(M) Ra(X)

Qq
M- 3N2+20-3 B A2 A a a N a a
M4+ NB=X-)X+3 /) 0 N—-2 a a a a

-~ -~

Qq(N) Rg(N)
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5.1 Les A—matrices

2
2. Soit A(\) = ( AT A ) et B(\) = ( A A ), alors

M1 A2— ) 1 —A
Ma2n A ) (A1 AN/ A A -
()\2+1 AQ—)\)_( A 1)(1 —)\)’Rd(/\)_o'
————
Qa(A)

d
Algorithme de détermination du quotient et du reste : Soit A(\) = ZA(k)Ak et
k=0

dl
B(\) =) B®\* avec |[B@)] # 0.
k=0

(@) Sid < d alors Qq =0 et Rg(A) = A(N).

(b) Sid>d :
On calcule d’abord A4; = A@ [B(d/)]_l et Aj(N) = A(\) — AP B()\) et on pose
d; = deg Ay, alors dy < d.
Sidy < d, alors on a :

Qa(N) = A\

Ra(A) = Ai(N).

Sid, > d, on pose Ay = A [B@)] et As(N) = A (N) — A B4 B()) et on pose
dy = deg As, alors dy < dj.
Sidy < d, alors on a :
Qa(\) = AN A \B—7
Ra(A) = As(}).
Sinon, en réitére cette opération jusqu’a obtenir une matrice A,(\) avec deg A,(\) <

d et alors / | |
Qa(N\) = ANTE + Ap\T =0 4 A N1 d
Ra(N) = Ap(N).

Pour la division a gauche, on peut avoir un algorithme semblable au précédent, comme on
peut considérer les matrices [A(M\)]* et [B(\)]* et faire la division a droite pour obtenir

[AN)] = Qa(N)[BW)]" + Ra(N\) et deg Rg(N\) < deg B()\)
et par au passage au transposé on a
AA) = BW[QaW)]" + [Ra(N)]" = B(N)Qy(N) + Ry(N).

Exemple. Effectuer la division a droite et & gauche de la matrice A(\) =

M—-1 1-2) 2 AM—1 2 0
0 A 1=X | parla matrice BA)=| A+1 X A
A A+ 14 1 1 A+1
La division a droite : On a
1 00 00O 0 -1 0 -1 00
AN = 000 |XN+100O0]XN+|0 1 —1|Xx+ 0 00
1 00 010 0 0 1 0 10
AGN 1 A@N2 1 AW )\ 4+ A0
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5 Les A—matrices et calcul fonctionnel matriciel
1 0 0O 2 0
B(\) = 0 A+ 1 01 |2+ 1 00
0 0 0O 1 11
W)+ BO)
Vu que deg A(N) = 3 > deg B(\) = 2, on pose :

-1 1—3\ 2
AN = AN - A N2BAN) = 0 A 1—)
A A2 =20+1 1+

0 00 0 =3 0 -1 1 2
AN=(000]|x2+[0 1 =1 ]x+[ 0 01 |=4a@r+aPx+40
010 1 -2 1 0 11
On a deg A1 (N\) = 2 = deg B(\), on pose alors
000
Ay =APBP1 =00 0 |,
010
-1 1—-3X\ 2
As(N) = A(\) — AN2BN) = 0 A 1=
-1 1-2X 1
On voit que deg Ay(\) = 1 < deg B(\). Donc,
A 00 -1 1-3X 2
QiN)=AN+A,= 0 0 0 | et Rg(\) = Ax(\) = 0 A 1—A
A1 0 -1 1-2\ 1

La division a gauche : On note par Q4(N\) et R,(\), le quotient et le reste de la division
a gauche de A(X\) par B(\). Posons A(\) = AN et B(A\) = B(\)'. Alors

N—1 0 A3

AN = I—XA A A2+1
21—\ 142X
101 000 0 0 0 -10 0
= (000 |XN+[0o0 1 |X+|[ -1 1 0]x+| 1 01
000 000 0 -1 1 2 11
= A®N + ADN2 1 AW\ 4 A0,
MP—1 A+1 1 100 010 -1 1
B(\) = 2 A2 1 =010 |X+[{000|Xx+] 2 0
0 A A2+ 001 010 0 0

B@X2 4 BOX + BO).
11 est clair que deg A(X\) > deg B(X), on pose alors :

101
A =A®BD =0 0 0
000

68

—_ = =



5.1 Les A—matrices

A—1 —2)2 -2\
AN = AN —ABN = 1-x A 142
21—\ 14\

0 -2 0 1 -1 -2 -1 0 0
= 0 0 1 | XN+ -1 1 0 A+ 1 01
0 0 0 0o -1 1 2 11
= APN + AN+ AP
deg A1 (N) =2 = deg B(\).
0 -2 0
Ay =APBd1=(0 0 1|,
0 0 O

A+3 =X 22\
As(N) = A (N) —ABA)=| 1-X 0 0
2 1—XA 1+
Comme deg A2(\) < deg B(\), on obtient :

A =2 A A+3 =X 2-2)
Qd(/\) :Al)\+A2 = 0 0 1 et Rd(/\) :AQ()\) = 1—A 0 0
0 0 0 2 1-X 14X
Ainsi,
A 00 A+3 1-A 2
QN =0\ = =2 0 0| et RN =RsN'=| -Xx 0 1-2x
A 10 2-2)x 0 I+ A

Théorémes du reste :

Théoréme 5.1.2

Soient R4(\) et Ry(A) les restes obtenus en divisant une A—matrice A(\) & droite
et a gauche sur la A—matrice B — A\, sachant que B = (b;;) est une matrice carrée
d’ordre n. Alors :

Rd()\) = AD(B) et Rg()\> = Ag(B)

. J

2
Exemple. SoitA(/\):( A Atl ) esz:(1 2).

A—2 A2 4+2 3 4
On a
XA+l [ =a-1 =3 1-X 2 10 15
A—2 A\242 - —4 —\A—4 3 4 — )\ 14 26 )
AN Qu(™) B\l Ra(V)
10 15
De méme,
A2 A+1 (1= 2 -A—-1 -3 . 9 12
A—2 N+2 ) 3 4— A\ —4 -A—4 17 27 )
AN B\l Q) Ry(\)
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5 Les A—matrices et calcul fonctionnel matriciel

9 12
Or, A,(B) = < 17 o7 >

Soit f un polynéme en \. Si A(X) = f(A\)1,, alors :

Comme conséquence, nous avons :

Théoréme 5.1.3

Soit f un polynéme en A et B = (b;;) une matrice carrée d’ordre n. Une A—matrice
A()) de la forme f(\).1, est divisible par B — A, si et seulement si f(B) = 0.

Il resulte d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton que :

Corollaire. Pour toute matrice carrée B = (b;;) d’ordre n on a : Pg()).1, est divisible

par B — \1,.
. A —4X+9 0 12
Exemple. Soit A(\) = Pg(\)z = < 0 A2 — A\ 49 ) avec B = < 3 3 )
Alors A(XN) est divisible par B — Xy, en effet :
On a 1
—4X+9 0
AN = PeNE 0 A2 — 4N+ 9
10 -4 0 9 0
- (s 1)“(0 ) (i)
= APDN2 4+ AW) + AO
et \
1-— 2
a5 (1,7
-1 0 1 2
[0 ) (55)
~ BN+ B
Calculons Ay et A;(N) -
-1 0
_ A@[gW-t
Ay AP[BW] ( 0 —1
B - Z3A+9 2\
Ai(N) = AN —ANTIB() = 30 A4 9
(3 2 ), (90
N -3 -1 0 9
= AP N+ AD.
Calculons Ay et As(N)
_ M e)-1 _ 3 -2
Ay Ay IBW] (3 1 )

&u):/um—@MAmM:(oo).

e}
e}
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5.1 Les A—matrices
Ainsi,

Q(A):A1A+A2=<3g>\ 1‘_2A> etR()\):Ag()\):(g 8)

5.1.3 Réduction des

Reconsidérons les matrices élémentaires développées dans le premier chapitre :

i J
1 0 0
0 1
1 ) 1 0 0
0 1 1 0
1 1
I’L] = ) IAO&()\)) = Oé()\) L
1 1
1 0 7 .0
1 ) 0 0 1
.0
0 0 1
i J
1 0 0
0 )
10 a(N) i
Lij(a(N)) = :
0
1 g
.0
0 0 1

La multiplication & droite ou a gauche d’une A—matrice A(\) par ces matrices élémentaires
permet de :

— Echanger les lignes (les colonnes) de A()).
— Multiplier chaque ligne (colonne) par un polynéme ().

— Additionner a chaque ligne (colonne) une autre ligne (colonne) multipliée par un
polynome a(\).

Deux A—matrices sont équivalentes si on peut obtenir I'une a partir de 'autre en utili-
sant des multiplications & droite et a gauche par les matrices élémentaires I;;, I;(a())) et

Lij (X))
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Proposition 5.1.4

Deux A—matrices A(A) et B(A) de méme ordre sont équivalentes si et seulement s’il
existe deux A—matrices P(\) et Q(\) de sorte que det P(\) et det Q(A) sont des

constants non nuls telles que

1 A2 0 N—-1
. ) . 0 1 1 N\
lentes. En effet, il existe deur A—matrices P(\) = 1 - et Q(\) = 0 -1
telles que det P(A) = det Q(\) = =1 #0 et

(ol )=(0 5) )0 )

Exemple. Les A—matrices A(\) = < Al > et B(A\) = ( L 0 ) sont équiva-

Théoréme 5.1.4

Toute A—matrice A(A) carrée réguliére d’ordre n est équivalente & une A—matrice

D()) de la forme

al()\) 0 0
0 CLQ()\) 0
D(\) = . 5 = P(A)ANQM)
0 0 an(/\)

telles que :
— a1(N),az(N), ..., a,(N\) sont tous des polyndémes de premier degré en .
— a;(\) est unique pour tout ¢ dans {1,2,...,n}.
— Chaque a;(\) est divisible par a;_; pour tout ¢ dans {2,...,n}.

ai(N), az(A), ..., a,(N) sont appelés les polyndmes invariants de A(N\).

Corollaire. Deux A—matrices sont équivalentes si elles ont les mémes polyndmes inva-
riants.

Forme de Smith d’une \—matrice :
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5.1 Les A—matrices

Théoréme 5.1.5

Toute A—matrice A(\) de rang r est équivalente a une A—matrice S(\) de la forme

al()\) O 0
0 CL2(>\) 0
S(A) = ar(A)
0
0 0 ’ 0

sachant que les a;(A), az(N), ..., a,.(A) sont les polynomes invariants de A(\). S(A) est
dite la réduite de Smith ou bien la forme canonique de A(A).

Remarque. La forme réduite de Smith d’une A—matrice carrée réguliere est égale a la
A—matrice diagonale D()).

Pour trouver D(A) ou bien la forme de Smith S(A) d'une A—matrice A(A) on procéde
comme suit :

On cherche parmi les coefficients de A(A), celui de le plus petit degré et qui soit le plus
simple possible. Aprés, une éventuelle permutation de lignes ou de colonnes, on suppose
que ce coefficient est aj;(A). Ensuite, en fait la division euclidienne de chaque élément de
la ligne 1 sur le coefficient aq;(A). Si un élément de la ligne 1, par exemple a;;(A), a un
reste non nul, c’est a dire

alj()\) = an()\)qu()\) + le()\) avec le(>\) 7é 0

on multiplie la colonne 1 par —g;;(\) et on I'ajoute a la colonne j, de telle sorte que I'on
remplace ay;(A) par 71;(A) qui est de degré inférieur & aq;(\). On échange les colonnes j et
1 et on réiteére la procédure précédente jusqu’a arriver a une matrice ot tout les coefficients
de la premiére ligne sont divisible par a;;(\) avec un reste nul. Ce qui a était fait avec la
premiére ligne, on le refait avec la premiére colonne, de telle sorte que I'on arrive a une
matrice ot tous les coefficients de la premiére ligne et la premiére colonne sont divisible par
ay1(\) avec un reste nul. On retranche ensuite de chaque colonne j, la colonne 1 multipliée
par la quotient de la division de a1;(\) par a;;(A) et on retranche de chaque ligne ¢, la ligne
1 multipliée par la quotient de la division de a;;(A) sur a;;(A). Ceci raméne notre matrice
a la forme

an(\) 0 -+ 0
6 bn2.(>\) e bnn‘()‘>

Si un des coefficients b;;(\) est divisible par a;()) avec un reste non nul, alors on ajoute a
la ligne 1, la ligne qui contient cet élément, ceci rameéne la matrice au cas initial, auquel on
ré-applique tout ce qui précéde, jusqu’a 'obtention d’une matrice de la méme forme que
A;(X), ou tout les b;; () sont divisibles par a;(\) avec un reste nul et a;(A) unitaire (pour
cette derniére il suffit de multiplier la premiére ligne par 'inverse du coefficient du plus
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5 Les A—matrices et calcul fonctionnel matriciel

grand degré dans a;())). Toute la procédure précédente, est appliquée ensuite a la matrice
(bij)a<i j<n pour arriver a la forme

a(h) 0 0 - 0

0 a(\) 0 - 0
AQ()\) — 0 0 033(/\) < an(>\)
(:) 0 Cng:()\) : c,m:()\)

ol az(A) est divisible par a;(\) avec un reste nul et tout les ¢;;(A) sont divisibles par as(\)
avec un reste nul. La procédure est poursuivie alors jusqu’a I'obtention de la forme S(\).

Exemple. Déterminer la forme de Smith pour la A—matrice

A+1 NM+A4+1 A
AN = A 1 A
2 M1 A—1

Le plus simple coefficient de plus petit degré est 1.
- Echanger les lignes 1 et 2 : On obtient en multipliant a gauche par 12

A 1 A
A4+1 N+ A+1 A
2 M1 -1

- Echanger maintenant les colonnes 1 et 2 : la multiplication & droite par Io donne :

1 A A
MAEA+1T A+1 A
A —1 2 A—1

- Tous les coefficients de la premiére ligne et la premiére colonne sont divisibles par 1 avec
un reste nul, alors on ajoute a la deuxiéme colonne la premiere multipliée par —X\. Pour
cela, on doit multiplier a droite par I12(—\), on trouve alors :

1 0 A
M4AA+1 =XN3=XN2+1 A
AM—1 =X+ A+2 A-1
on ajoute a la troisiéme colonne la premiére multipliée par —\ (multiplication a droite par
-[13(_A);
1 0 0
MAA+1T =N =2 +1 =N\
M—1 =N+ A+2 X +22-1

on ajoute & la deuzieme ligne la premiere multipliée par —(A2 + X + 1) (multiplication a
gauche par Io;(—(A2+ X +1))),

1 0 0

0 X -=A+r1 NN
-1 =N+ A+2 =N 4+22-1
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on ajoute a la troisieme ligne la premiére multipliée par —(\*> —1) (multiplication a gauche
par In(—(A\* = 1)),

1 0 0

0 =X —=X4+1 =X\ =)\2

0 —XM+A+2 —N+22-1

On ajoute maintenant a la troisieéme colonne la deuxieme multipliée par —1 (multiplication
a droite par Is3(—1))

1 0 0

0 —XN-X+1 -1

0 —N+X+2 A-=3

On échange les colonnes 2 et 3 (multiplication a droite par Iz ),

1 0 0
0 -1 =XN-X+1
0 A=3 =AM +A+2

On ajoute maintenant & la troisieme colonne la deuzieme multipliée par —(\3 — A2 + 1)
(multiplication a droite par Iy3(—(X> — A2 +1))),

1 0 0
0 -1 0
0 =3 =M+ 4+32+22-1

on ajoute a la troisieme ligne la deuzieme multipliée par A — 3 (multiplication & gauche par
(A —3)),

1 0 0

0 —1 0

0 0 —A+XN+3N2+21-1

et enfin on multiplie la deuxiéme ligne et la troisiéme ligne par —1 (multiplication & gauche
par Iy(=1) et I3(—1)) pour obtenir,

10 0
SN=1]01 0
0 0 M=XN—=3\2-22+1

qui est la forme de Smith cherchée. Dans cet exemple on a S(\) = D()).
Les A—matrices P(\) et Q(X\) vérifiants

SA) = P(NANQM)

sont définies respectivement comme suit : P(\) est le produit de toute les \—matrices
avec lesquelles on a multiplié a gauche et Q(N) est le produit de toutes les \—matrices avec
lesquelles on a multiplié a droite, en respectant l’ordre de multiplication. Nous avons donc :

P(\) = Is(—1)I(—1)Isp(A — 3) L3y (=A% + 1) Lo (= A2 — X — 1)1y
0 1 0
= —1 A+ A+1 0
3= M- -_22-4 —1

Q(}\) == [12[12(—)\)[13(—)\)[23(—1)[23[23(—)\3 - )\2 + 1)
0 -1  XN4+N
= 1 0 -
0 1 —N-XMN+1
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Proposition 5.1.5

Toute A—matrice carrée A(\) peut s’écrire comme des multiplications de 1;;, I;(c()))
et I”(Oé()\»

Définition 5.1.3

Soit A(A)une A—matrice. La dérivée de A(\) par rapport a A est une A—matrice notée

ﬁ()\) dont les coefficients sont les dérivées des coefficients de A(\) par rapport a A.

oo, L (A2 1=X 5\ _ (1 2% 0
xemple- vl on A —x+7 A2 ) -2 3x2-11 )

Proposition 5.1.6

Soient A = A(X) et B = B(\) deux A—matrices.

d dA dB

1. Pour tout o, 5 € Kon a : o — A+ pB] = a—s ﬁ—.
d dA dB
2. J[AB] d)\B Ad)\

A
3. Soit n € N, alors en général : C%\(A”) ~ nA”‘lC;—)\.

4. Pour n > 1, —A" ZA’l A"Z

dA"
X

d
5. Si A(A) est réguliére, alors : E(A’") =—A" AT
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5.2 Fonctions de

On définit par exemple pour toute matrice carrée A et toute fonction f de classe C'™, la
matrice f(A) fonction f de A, par la série de Taylor de la fonction f comme suit :

et = §%=I+A+‘3—j+...
sinA = g(—l)"%zA—g—j—i-?—:ﬂL...
cosA = 2(—1)”%2[—%-%12—?%-...
sinh(A) = 2%2A+g—j+g—:+...
cosh(A) = é(ZA—g:]—I—g—wai—f—i—...

Les matrices f(A) pas uniquement ci-dessus sont définies pour toute matrice carrée A dont
les valeurs propres sont inférieures en module au rayon de convergence de la série de Taylor
de la fonction f.

Pour toute matrice carrée A dont les valeurs propres sont inférieures en module & 1, on a
aussi :

(I-A)" = T+A+ A+ .. =) A
n=0

A2 A3 - A"
In(/l+A) = A—-——+4+—+ .. = —1)yv i
(7 + 4) R DVl
Exemple.
0 ¢ cosf sind
Z)Montmnsque.exp(_0 0)_<—sin€ COSH)'
0 6 :
En effet, posons A = _g o | comme le rayon de convergence de la fonction f(x) =

e® est infini, alors la fonction exponentielle de la matrice A est une matrice 2 X 2 bien

—6? _p3
définie. D’autre part, A = I, Al = A, A? = < = 0 )7 A3 — ( 0 -0 )7

0 —6? g3 0
4
A4:(90 904>,etc...

a2 ((—1())p92p (_1(>)p02p ) _ (—1)ye7,

A2p+1 _ 0 (_1)p92p+1
—(—1 )p92p+1 0
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e An e A2p e A2p+1
A
e = —_— = —+
2 T T =
(,1)1792174—1
> (_1)p92p 0 2 (2p+1)!
- Z (2 )l Ir + & (—1)Pg2p+1 0
=0 D) _;;W 0
0

- cos@ O + sinf \ cos@ siné
N 0 cos6 —sinf 0 ~ \ —sinf cosé

2) Vérifions que pour toute matrice A dont les valeurs propres sont en module supérieur a

1, ona:
(I-A)t==> A"
n=1

En effet, comme A et (I — A) sont inversibles, on peut écrire :
(I—-A)™" = (A1'A-A)'= [(A_l — I)A]
— A—I(A—l o I)—l — —A_l(f o A—l)—l

-1

ot A7' a toutes ses waleurs propres inférieures a 1 en module, donc (I — A)™' =

_ A1 i (A=) = — iO(Al)nJrl.

n=0

Comme le rayon de convergence d’une série est conservé par intégration et dérivation, cela
permet de construire les fonctions de matrices par dérivation et intégration par rapport a
la matrice A comme s’il elle était un scalaire.

Exemple. [In(1 — )] = = donc In(1 — z)

O%H

d—Z:—Oth":—Z%etalors:

n=0 n=1
> n
In(l = A) = =3 -
n
n=1

Comme cos A et sin A son définies pour toute matrice A, il en est de méme pour cos® A et
sin? A et on a :
cos’ A+sin?A =1,

de méme on peut obtenir
sin(2A) = 2sin A cos A.

St A et B sont deux matrices qui commutent AB = BA, alors :
eAeB  — oBpA _ A+B
sin(A+ B) = sinAcos B &+ cos Bsin A

cos(A+ B) = cosAcosB Fsin Asin B

(A+B)" = Y CrA’B"?.

p=0
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5.3 Matrices constituantes

Dans les écritures précédentes de f(A) basées sur les puissances de la matrice A, 'expres-
sion des coefficients de f(A) pose en général des difficultés de calculs. Pour palier a cet
inconvénient on propose en pratique de chercher f(A) sous la forme :

r vi—1

A=) 90Nz, (5.1)

i=1 j=0

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de la matrice A de multiplicités respectives vy, ..., Uy,
T

avec \; # \j si @ # j, v = ) v; et Z;; sont v matrices constantes indépendantes de f
i=1

appelées matrices constituantes de A ou bien les composantes de la matrice A car elles ne

dépendent que de A.

Pour déterminer les matrices constituantes Z;;, comme elles ne dépendent que de A, il suffit
de choisir des fonctions particuliéres pour f. On choisit souvent les fonctions simples comme

les monoémes z*, k = 0,1,...,v — 1, les fractions rationnelles du type ’:(z) -1 =1,...,1;
(z—X;)?

j=1,...,v; ot p(x) est le polynome caractéristique de A.

5.3.1 Matrices a valeurs propres simg

Dans ce cas on a :

v =T

fA) = f)Zi+ .+ f(M)Z:

et r matrices constituantes Zi,..., Z, a déterminer. Choisissons pour cela les fonctions
1,z,22,...,2"1. Ce choix conduit au systéme :

I=7Z1+..+2,
A=MZ1+ ...+ N2,
A= N7 +...+ N2,

At = N2+ L+ N7,

ou bien :
I D VDt S )\fl 7,
A I X A2 .. Ag_l Zo
At LA A2 . o art Z,

V(A1,22,.5A)
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ou apparait la matrice de Van der Monde V (A1, Ag, ..., A). Comme :

det V()\l,)\g, ceey )\T) =0« El’i,j, 1 75 7 A = /\j'

Cette matrice est inversible par hypotheése, et la résolution de ce systéme donne les matrices
Z; cherchées.

5.3.2 Cas génc¢

Si 'on choisit les fonctions, pour ¢ =1,...,r; 5 =1,...,1; :

() = P
fil@) = T

= (:L’ — )\1)1/1...(33 — )\ifl)yiil(l' — )\¢+1)W+1...(SU — )\T)VT

ou p(z) est le polynoéme caractéristique de A, on obtient la propriété pour tout k # i et
pour tout j :

fiiw) = £ Ow) = o = 57V () = 0.

De plus, on a aussi les relations suivantes :

fll( ) = fﬁ( >_ _fi,ui—l()\i):(), f’b,l/z()‘z)%oa
FPO) = =D 00 =0, £ (0 #0, £ () #0,

AP0 = 0 £ £ 0 57000 20,
FUy) #£ 0, fi(,;i (i)#O.

En reportant dans la relation (5.1), on trouve r systémes triangulaires, pour i = 1,...,r

Fin(A) Fran(N) ff;iw C fig';z”m Zio
fiwi—1(A) 0 £ () fi7l;i:11) (Ai) Zin
. _ . 0 L. . .
fi(A) 0 : S0 IOy Zivi1
V()\L)\VQ,...,)\T)

qui se résouent facilement.

Exemple. Soient les matrices :
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dont les polynémes caractéristiques sont identiques p(\) = (A — 4)%. Leurs matrices de
Jordan respectives sont :

4
le 0 etJ2:
0

O = O
I )]
O D =
o
I )]

Pour calculer leurs matrices constituantes, comme A; et Ay ont méme ensemble de valeurs
propres, on a dans les deux cas :

f(A,) = f(4)le + f(1)<4)Z2i + f(2)(4)23i ) 1= 17 2.

Choisissons comme fonctions usuelles 1,x et 2%, cela donne :

]3 = Zli
A =424 + Zy;

La résolution de ce systeme donne les expressions des matrices constituantes :

Zi = I3
Zy = A —4l3

1
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Exercices Corriges

Calcul matriciel élémentaire

Exercice 6.1. Les matrices suivantes :

0 —i i L[ V3 V2 V3
A= i 0 —i |:B=—2 1 v6 -1 |,
—i i 0 VBl o 2

sont elles réelles, diagonales, symétriques, anti-symétriques, singuliéres, orthogonales, her-
mitiennes, anti-hermitiennes, unitaires, normales.

Corrigé.

Matrice réelle : B.
Matrice singuliére : A.
Matrice orthogonale : B.
Matrice symétrique : A.
Matrice unitaire : B.
Matrice normale : A et B.

Autres propriétés : aucune des deux.
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Exercice 6.2. 1) On note

sinff  cosf

A(9) = ( cos _sme)’

montrer que A(61)A(02) = A(01 + 02) = A(62)A(6;).

2) Soit A une matrice carrée. L’assertion A est normale si et seulement si AA est normale
est-elle correcte ¢ justifiez votre réponse.

Corrigé.

2) Supposons que A est normale, donc A*A = AA*. Pour voir si AA est normale ou non
on doit calculer (AA)*,

(AA) = A"A",
(AA)(AA)* = AAA*A* = AATAA®
= ATAAAT = ATAATA
= ATATAA = (AA) (AA).

Donc si A est normale alors AA est normale.

Inversement, si AA est normale, alors (AA)*(AA) = (AA)(AA)* et A*A*AA = AAA*A*.

Cela n’implique pas forcément que AA* = A*A. En effet, soit la matrice A = ( 8 (1) A
; . . (00 . (10 00\ .. )
n’est pas normale puisque A* = ( 1 O) et AA* = (O O) #* (0 1 > = A*A. Mais

la matrice AA = < 8 0 ) est normale.

En conclusion, si A est normale alors AA est normale mais la réciproque est en général
fausse.

Exercice 6.3. Soient les matrices
-1 2 11
A_( \ 1) etB_(A M)
ot X # p. Déterminer les valeurs de X et u pour que B~YAB soit diagonale.

Corrigé.

A=—letpu=2oulr=2et p=—1.

Exercice 6.4. Montrer que
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6 Exercices Corrigés
a) si A est une matrice symétrique et B une matrice orthogonale, alors B~ AB est symé-
trique,
b) si A est une matrice anti-symétrique alors iA est symétrique,

c) le produit de deux matrices symétques A et B est symétrique si et seulement si A et B
commutent.

Corrigé.

a) Le fait que B est orthogonale revient & dire que BB' = B'B = I,,. Ceci assure que B
est inversible d’inverse B~! = B!,
Donc, B~'AB = B'AB et comme A est symétrique, on trouve

(B'AB)' = (B'AB)" = B'AY(B")' = B'AB = B™'AB.
Autrement dit, B~'AB est symétrique.
b) On a A est anti-symétrique, c’est a dire que A = —A. D’ou,
(1A) =iA" = (—i)(=A) = iA,
ce qui montre que ¢A est symétrique.
¢) Supposons que A et B sont deux matrices symétriques, alors
(AB)" = B'A' = BA.

Or, pour que le produit AB soit symétrique il faut et il suffit que (AB)! = AB, en d’autre
terme, AB est symétrique si et seulement si AB = BA.

Exercice 6.5.
1) Montrer que AB = 0 n’implique pas que A ou B soit égale a la matrice nulle.

2) Montrer que dans le cas général, AB = 0 implique qu’une des deux matrices A ou B est
au moins singuliére.

Corrigé.

1) Soient A et B deux matrices non nulles telles que A = ( (1) 8 ) et B = ( g 2 ) .
Alors,

10 0 0 00
AB:(O o)(3 4):<0 o)'
Donc, AB=0+% A =0 ou bien B = 0.

2) On sait que det AB = det A x det B. Si AB = 0 on obtient,

det AB=det0=0 & detAxdetB=0
< det A =0 ou bien det B =0.
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Ce qui montre que AB = 0 implique qu'une des deux matrices A ou B est au moins
singuliére.

Exercice 6.6. Si A est une matrice orthogonale d’ordre n, montrer que

est une matrice orthogonale.

Corrigé. A est une matrice orthogonale d’ordre n revient a dire que AA* = A*A = 1I,,.
S est une matrice carrée d’ordre n + 1 par définition.

0. . .0 10. . .0
0 0
S = et St =
A At
0 0
Donc,
10 0 10 0
0 0
SSt — . ‘
: A | Al
|
0 0
10 0 1.0 0
0 0
| AA | I oo
0 0
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6 Exercices Corrigés

et
10 0 10 0
0 0
Sty — .
Al ) A
0 0
10 0 10 0
0 0
- ‘ At A B I, S
0 0
Ainsi, SS* = StS = I,,.;. Autrement dit, S est orthogonale.
1 -1 241
Exercice 6.7. Soit la matrice A = 7 2  3—1 |. Vérifier que A est symé-
2—4 341 1
trique. Déterminer le rang et le noyau de A.
Corrigé.
ran(A) =3 et ker(A) = {0} .
Exercice 6.8. Calculer les déterminants suivants :
c ge a-+ge gb+ge
gc g ge g g a 3 ~
0 b b b
W |0y By oy B |i o
—a+B+y a=B+y a+B—7
a b b+f b+d
1 + il T T3 . . . Tp
€ 14 2 X3 ... T
1 T2 1423 . . . T
T i) I3 .o 1T+ Ty
Corrigé.

a) ab(ab — cd).

b) (= B)(B =)y —a)a+B+7).

) l+x1+20+ ... + 2.

Exercice 6.9. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice dia-
gonale A = dia(A\, Ao, ..., \y) soit non singuliere. Calculer alors A~
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Corrigé.

Ado A # 0 et A7 = diag(3, 35, 3t )-

Exercice 6.10. Déterminer les rangs des matrices suivantes :

0 ¢ b a
- —c 0 a b . 9 12 9
a) A= b o—a 0 e ot b#0,a*+b°=c*eta,bceR.
—a —b —c O

—-a oa—1 a+1
b)B: 1 2 3 , a € R
2—a a+3 a+7

Corrigé.
a) rang(A) =4sia #0et 2sia=2.

b) rang(B) = 2.

Exercice 6.11. Calculer [inverse, s’il existe, des matrices suivantes :

2 -1 4 3 4 111
a) A = -1 0 5 ;b)B:<_2_3>;c)C': 011]);,d D =
19 -7 3 001
T2\
1 —i )’
1—i o 1 i 0 200
e)E:( 0 1+Z,);f)F: —i 0 1 ;9)G=10 30
0 147 1—1 0 0 4
Corrigé.
1 -1 0
a) n'existe pas. b) B! =B.¢c)C'= 0 1 -1 d)D'=D
0 0 1
Wi 144 144 —i 200
e)E‘lz(a u).F*:% -1—i =14+i 1 |.ggG'=[0 5 0
2 —1+i 1447 1 00 %

Exercice 6.12. Résoudre les systémes linéaires suivants et discuter en fonction des para-
metres éventuels :

3r+2y+2=0 2 =b(y + 2)
a){ —3y+2z=0 ;b)) z=2a(y— 2) ,a,beR;
20 +y+32=0 x = (6a —b)y — (6a + b)z
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6 Exercices Corrigés

$1+$3+l’4+l’5:0
$2+1’3—2.’L‘4—1’5+2$6:O
—3x1—3x3—x4—x5—2x620 '
—x1—x3—x6=0

r+y+z=1
c)d z+2y+4z=n ,neR, d)
x+ 4y + 10z = n?

Corrigé.

4dab

x 4a—b
b)Sib#4a, | y | =A| %2 | . AeR
z 1
x
Sib=4a#0, | y )
z
x
Sib=4a=0, | y , A ue R
z
x
c)Sin=1,{ vy , AER.
z
x
Sin=2, 1y | = 1 + A —3 , AeR.
z 0 1

Sin#1etn#2, le systéme est incompatible.

I —1 0 —1
To -1 -1 0
o 0 ~1 1
d) o | = A 1 +u 0 +v 0
Ts 0 1 0
Te 0 0 1

Similitude et réduction

Exercice 6.13. Donner la forme de Smith S associée a la matrice A, en déterminant les
matrices P et Q) vérifiants S = PAQ.

1 1 1 1 13 2
A= a+b 2a a+b | aveca#b. A=| -1 1 1 4
ab a* ab 2 1 41

== 1



Corrigé.

1. On a
1 1 1 1 1
121(—0,—6)]31(—&[)) a+b 2a a+b = 0 a—b
ab a* ab 0 ala—>b)
1 1 1 1 0
0 a—>b 0 112(—1)113(—1) = 0 a—>b
0 ala—b) 0 0 a(a—0b)
comme a # b on obtient,
1 1 0 0 1 0 0
I( b) 0 a—-0bb 0 = 0 1 0
“= 0 ala—b) 0 0 ala—b) 0
et
1 0 0 1 0 0
0 ala—0b) 0 0 0) 0
Ainsi on a
S = PAQ
avec
1 1 0
P = [32(a(b — a))fg( )[21(-& — b)[gl(—ab) = aT—i—s ﬁ
a— 2
a —a
1 -1 -1
Q=TIo(—)I3(-1)=10 1 0
0 0 1
2. On a
1 1 3 2 1 0
2 1 4 1 2 -1
1 0 0 0
— 121(]_>]31(—2) -1 2 4 6 =
2 -1 -2 -3
1 0 0 0 1 0
0 -1 -2 -3 0 2
1 0 0 0 10
— 0 -1 =2 =3 | L(-1)= 01
0 2 4 6 0 2
1 0 O 0 1 0
0 2 4 6 0 0
1 0 0 0 1
00 O 0 0
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6 Exercices Corrigés

et on a
100 (1) —11 :; —13
P = -2 0 1 et Q) =
31 9 0 O 1 0
0 O 0 1

Exercice 6.14. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices sui-

vantes :
_9 _9 1 -1 0 5 4 2 1 2 2
a)<_5 1);(7) -1 2 =1 ];¢) 45 2 |;d) 0 2 1 ],;
0 -1 1 2 2 2 -1 2 2
a b 0 0
0 a 0O
e) 00 a 0 ,a,b€R.
00 0 a
Corrigé.
2 1
a))\1:3,X1:O./<_5),QER.)\2:—4,XQZQ<1),OZGR.
1 1
b))\le,Xlza 1 ,OZGR.)\QZLXQZQ 0 ,OéER.)\3:3,X3:
1 -1
1
al =2 |,aeR
1
1 1 2
C))\lzldOuble,Xleé —1 + 0 ,a,BER A =10, Xo =« 2
1 -2 1
2 -1
d) Ay =2double, X; =a| 1 |,a€R =1, Xo=a| -1 |,a€cR.
0 1
1 0 0
0 0 0
e) A = a quadruple, X = « 0 +0 R 0 , o, 8,7 e R.
0 0 1

Exercice 6.15. Quelles sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice
nulle 0 € K™ n € N ?

Corrigé La matrice nulle admet une seule valeur propre nulle de multiplicité n, le sous-
espace propre associé est £y = K.
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Exercice 6.16. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice :

0
0], a,feC”
1

o ™
o~ 9

Déterminer les conditions pour que :
- les valeurs propres soient réelles,
- les vecteurs propres soient orthogonauz.

Montrer que les deux conditions sont satisfaites simultanément seulement si A est symé-
trique.

Corrigé.
0 Vel
M=1,Xi=k 0 JEkeR M =1+Vafb, Xo =k 1 ,keR. A\3=1—+apf,
1 0
X3 =k 1 , keR.
0

- les valeurs propres sont réelles si a3 est un nombre réel positif.

- les vecteurs propres X, Xy et X3 sont orthogonaux si |a| = |3].
Exercice 6.17. Soit \ une valeur propre de deux matrices A, B € K™" associée au méme
vecteur propre v.

1. Montrer que 2\ est valeur propre pour A + B associée a v.

2. Montrer que \* est une valeur propre pour AB associée a v.

Corrigé.

1. Comme A est une valeur propre de A et de B et v est le vecteur propre associé, on a
Av =X v et Buv=)\v

Do,

(A+B)v = Av+ Bv
AV + Av
= 2\

Ainsi, 2\ est une valeur propre de A + B et v est un vecteur propre associé car v est
non nul.
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2. On a
(AB)v = A(Bv) = A(\v)
= MMuv =)\
Vu que v est un vecteur non nul, il est donc un vecteur propre de AB associé a la
valeur propre \2.

Exercice 6.18. Soit A € K™" une matrice d’ordre n et ¢ un nombre complexe.

(a) Pour tout valeur propre A de A, montrer que X\ + ¢ est une valeur propre de A + cI,
sachant que I,, est la matrice identité d’ordre n.
Que peut on dire concernant les vecteurs propres associés a A+ ¢ ¢

(b) Montrer que la multiplicité algébrique de la valeur propre X de A est égal a la multi-
plicité algébrique de la valeur propre A + ¢ de A + cl,,

(c) Que peut on dire sur dim E(y ;) ¢

Corrigé.

(a) Soit v un vecteur propre associé a une valeur propre A de A. Alors
Av = .

et
(A+cl,)v = Av+clv

= MW+
= (A4c)vavecv #0
D’ol, A+ ¢ est une valeur propre de A+ cl, et v est un vecteur propre associé a A+ c.

(b) Soit p(t) = det(A — t1,) et q(t) = det((A + cl,,) — tI,,) les polyndmes caractéristiques
de A et de A + cl,, respectivement.

q(t) = det((A+cl,) —tI,) = det(A — (t — ¢)1,) = p(t — ¢).

Soient A1, Ao, ..., g les valeurs propres de A de multiplicités algébriques nq, no, ..., ng

respectivement. D’o1,
k

p(t) = £ ][t =)™
i=1
Ainsi,
k k
a®) =pt =) = [t =) = A == [ = (c+ )™
i=1 i=1
ce qui montre que les valeurs propres de A + cl,, sont A\ + ¢, Ay + ¢, ..., A\, + ¢ de
multiplicités algébriques respectifs nq, no, ..., ny.
(c) D’apres (a) on a, A et A\+c ont les mémes vecteurs propres donc les mémes sous espaces
propres. Par conséquent, dim £, = dim E) .

Exercice 6.19. Déterminer les valeurs et les vecteurs propres de la matrice

10001 3 5 7 9 11
1 10003 5 7 9 11
A 1 3 10005 7 9 11
1 3 > 10007 9 11
1 3 5 7 10009 11
1 3 5 7 9 10011
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Corrigé.

Soit B = A10000/4 avec I est la matrice identité d’ordre 6. Alors

11
11
11
11
11
11

T T ey
W W w w w
ot Ot Ot Ot Ot
ENEEN BEN BEN IR
O © © © © ©

Comme les lignes de B sont colinéaires, on a det B = 0, donc 0 est une valeur propre de
B.

Déterminons le sous-espace propre Ej associé a la valeur propre O :

La matrice B est équivalente & la matrice

3

cooc oo~
cocoocoo

oo oo WL
co oo o
co oo o w©
coocoo X

Ainsi, si Bv = 0 pour v = (1, x2, T3, T4, T5, Tg) ON trouve
T, = —3xy — dx3 — Ty — 95 — 112.

D’ou, Ey = Ker B est le sous-espace propre engendré par

-3 ) -7 -9 —11
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 ’ 0 ’ 1 ’ 0 ’ 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Donc, A = 0 est valeur propre de B de multiplicité 5 ou 6.
Par inspection, on voit que :

1
1
1
Bv = 36v pour v = 1
1
1
Ceci montre que A = 36 est aussi une valeur propre de B, dont le vecteur propre associé
1
1
1 . e
est v = e D’otu, la matrice B admet deux valeurs propres A; = 0 de multiplicité 5
1
1
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et Ay = 36 de multiplicité 1.

Pour déterminer les valeurs et les vecteurs propres de A, on rappelle que A = B+ 100001,
or on sait qu’en général, si A = B + cl, alors les valeur propres de A sont de la forme
it = A+ c avec A est une valeur propre de B. Les vecteur propre de A associés a u = \+c¢
sont ceux de B associés a la valeur propre \. Ainsi, les valeurs propre de la matrice A sont
to = Ao + 10000 = 0 4 10000 = 10000 et po = A2 + 10000 = 36 + 10000 = 10036.

Les vecteurs propres associés & 10000 sont

-3 ) —7 -9 —11
1 0 0 0 0
_ 0 _ 1 0 B 0 B 0
U1 = 0 , Vo = 0 , U3 = 1 , Vg = 0 , Us = 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1
1
Le vecteur propre associé a la valeur propre 10036 est vg = }
1
1

Exercice 6.20. Soit n un entier naturel impaire et A € R™™. Montrer que A a au moins
une valeur propre réelle.

Corrigé. Soit P4(A\) = det(A — AI,) le polyndme caractéristique de la matrice A.
P4()\) est un polyndome de degré n et a coefficients réels car A € R™"™. Vu que n est impaire,
le terme de plus grand degré sera donc de la forme —\" et

Pa(\) = =\" + les autres termes.
Ainsi, lorsque A augmente, le polynéme P4(\) tends vers —oo,

lim PA()\) = —OQ.

A—~400

De méme, si A tends vers —oo, on obtient

lim P4(N\) = +o0.
A——00
Dong, il existe (d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires) au moins un A €] — oo, +00|
tel que Pa(A\) = 0. Or, les racine de P4(\) sont les valeurs propres de A. donc A admet au
moins une valeur propre réelle.

Exercice 6.21. Montrer que les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont toutes
réelles.

Corrigé.
Soit A une valeur propre d’une matrice hermitienne quelconque A et v un vecteur propre
associé¢ a A. On a donc,

Av = .
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Multipliant & gauche par ¢, on trouve d’une part :

Ay = T
= M\
= Aol

D’autre part on a,
v'(Av) = (Av)v = v' A'w.

Ainsi,

v' AT = \|vl]?
et

A Y = AM[v||? (par le passage au conjugué)

Vu que A est hermitienne on a A=A D’on,

— _ _t_

Mol = v"A7D

vt Aty

Alloll-

Comme v est un vecteur propre, il est non nul et ||v]| # 0. Ainsi,
A=A

Exercice 6.22. Soit A une matrice carrée dans R™™. Supposons que tout vecteur non nul
de R™ est un vecteur propre de A associé a une valeur propre de A. Montrer qu’il existe
A € R telle que A = \,.

Corrigé.

~
Posons A = (a;;). Soit e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) un vecteur de la base canonique de R".

Alors, e; est un vecteur propre de A associé a une valeur propre \;. C’est a dire Ae; = \e;.
Explicitement, on a

a1 0
a; :
— | A
A(n—1)i :
An; 0

D’ou, ag; = 0 si k # i et a; = \;. Dong,

A O 0

0 X 0
A3

0 0 - N\
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1
1
On considére maintenant le vecteur v = ) € R™. Alors v est un vecteur propre associé
1
a une valeur propre A, c’est a dire Av = A\v, ou bien
A 0O - 0 1 A1 1 A
0 A 0 1 A2 1 A
: : =1 . =A1.1=] .
: A3 : : : :
0 0 - M\ 1 An 1 A
A0 0
0 A 0
Do, \i=X ==X\, =Xetona A= _ N = \,.
00 -+ A

Exercice 6.23. Soit A € R™". Montrer que

a) AA! est symétrique.

b) Les ensembles des valeurs propres de A et de A' coincident.
c) La matrice AA" est positive.

d) Les valeurs propres de AA" sont toutes positives.

Corrigé.
a) Ona
(AAY) = (ADPAT = AAY,
Donc AA? est symétrique.

b) On sait que A est semblable & A*, elles ont donc le méme polyndme caractéristique et
donc les mémes valeurs propres.

c) Soit v un vecteur dans R™. Alors
v’ AA = (Al) Aty = || Av|)* > 0.

Donc AA?! est positive.

d) Soit A une valeur propre de AA" et v un vecteur propre de AA" associé a .
v AA = v aw = |||
Comme AA?! est positive, on obtient

vVIAAY >0 < Ap|P>0
= A>0.

Exercice 6.24. Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. Montrer que :
(a) A est inversible.
(b) A™! est symétrique.
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(c) A™1 est définie positive.

Corrigé.

(@) A est inversible : Rappelons qu'une matrice symétrique A est définie positive si et
seulement si toutes les valeurs propres de A sont des réels strictement positifs. D’o1,
0 n’est pas une valeur propre, donc det A # 0 ce qui montre que A est inversible

(b) A™! est symétrique : D’aprés (a), on sait que si A est inversible, on a
ATTA=AAT =1,

Do,
I, = I! =(A71A)!
At(A_l)t
= A((A™1)Y) car A est symétrique.

Alors, A7 = (A71)L.
(c) A! est définie positive : On sait que les valeurs propres de A~! sont tous de la

forme X sachant que A est une valeur propre de A. Or, on A est définie positive, donc

toutes les valeurs propres de A sont strictement positives. Ainsi, toute valeur propre
de A1 est strictement positive. Autrement dit, A~! est définie positive.

Exercice 6.25. Diagonalisez les matrices suivantes :

11 =2 1 -1 0
—2 -2 3 2
a)<_5 1),5)(_51),0) 12 -1 ];d [ -1 2 —1]; ¢

1 1 =2 0o -1 1
4 6 6
1 3 2 ;
-1 -5 =2
-2 =2 0 0
-5 1 0 0
1) 0O 0 2 -1
0O 0 5 =2
Corrigé.

[ =3i—1 3i—1 (2430 0
b)P_< 5 5 )’D_( 0 2—3@')'

c¢) n’est pas diagonalisable.

1 -1 1 0
HPr=(1 0 —2],D=|0
11 0
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e) n’est pas diagonalisable.

2 1 0 0 3 0 0 O
-5 1 0 0 0 -4 0 O
BP=| o o 1 1 P=10 0 i o
0 0 2—4 244 0 0 0 —i
Exercice 6.26. Soit
0 1
A= c K™ quec n > 2.
1 0

1.
2.

Montrer que A est diagonalisable.

Calculer w4, le polynéome minimal de A.

3. Calculer AP, p € N*,
Corrigé.
1. Par le calcul, on observe que A? = (n — 1)I,, + (n — 2)A. Par suite, A annule le

polynéme scindé simple (X + 1)(X — (n — 1)) et donc A est diagonalisable.

. Le polynéme minimal de A est m4(X) = (X + 1)(X — (n — 1)) car ce polynéme est

annulateur alors que les polyndémes X + 1 et X — (n — 1) ne le sont pas.

. Par division euclidienne X? = (X 4+ 1)(X — (n —1))Q(X) + aX + (. En évaluant la

relation en —1 et (n — 1), on obtient,

{ioo-g
S+ (n—1)a=(Mn-1)P

Apres résolution
(n =1 — -1y

o =

5o = =)y

n

D’on,
(=P = (21P (=1 (= (L

AP =

Exercice 6.27. Soit A une matrice nilpotente dans K™". Montrer que le polyndéme carac-
téristique de A est

PAo(X) = (—1)X™.

Corrigé. 1l suffit de montrer que A admet une valeur propre unique et nulle (A = 0).
Soit A une valeur propre de A et v un vecteur propre associé a \. Alors :

Av =l
A%v = N

AFy = \Fy par recurrence sur k.
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Comme A est nilpotente, il existe alors h € N tel que A" = 0. D’o1,
Mo = Aty =0,

Or, v # 0 donc A = 0.
Ainsi A = 0 est 'unique valeur propre de A et comme les valeurs propres de A sont les
racines de P4, on obtient :

Py(X) = (—1) X",

Exercice 6.28. Soit A € K™ telle que : Pa(A — Xo)", ma(X) = (A — X)? et dim E), = d.
Montrer que
<d<n-—p+1.

SRS

Corrigé. Rappelons qu’une matrice A € K™ est trigonalisable si et seulement si le poly-
nome caractéristique Pa(\) est scindé dans K, c’est a dire qu’il se factorise en produit des
polynémes de premier degré ou encore s’il admet tous ces racines dans K.

Notons que si \g est une valeur propre de A et E), son espace propre associé, alors :

— dim FE), est le nombre des A\g—blocs de Jordan de A.

— La multiplicité mulp(Xg) de Ay dans P4(\) est la somme des tailles de tous les
Ao—blocs de Jordan J;(Ag) avec i € 1,2, ...,dim E),

— La multiplicité mul, (o) de Ao dans m4(\) est la taille du plus grand bloc de Jordan
associé a \g.

Dans cet exercice la matrice A admet une seule valeur propre \g de multiplicité n dans
Ps(X\) et p dans wa(A), c’est a dire :

mulp(Ao) =n
mul,(Ag) =p
de plus dim E), = d.

Donc, le nombre des blocs de Jordan associés a \g est égal a d, dont la taille du plus grand
bloc est p. Posons n; la taille du \g—bloc de Jordan J;(A\g), i = 1,2, ...,d. D’ou,

n>letn=n+ns+..4+ng

Vu que la taille du plus grand A\g—bloc de Jordan est p, il existe alors k € {1,2,...,d} tel
que n; = p. Donc, p > n; pour tout i € {1,2,....k — 1,k +1,...,d}. De plus,

d—fois
—
n+ne+..+ng1+p+ng1+...+tng=n = p+p+..+p=n
<~ dp>n

Ainsi, d > no (1). D’autre part,
p

ni+ne+...+ng1+p+ngr1+...+tNg=n < np+ng+..+nNgp1+Ng1+...+Ng=n—p
(d—1)—fois

——N—
— 1+1+..+1<n—p
— d—1<n-p

Dou,d<n-—p+1... (2). Par conséquent, n <d<n-—p+1.
p
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Exercice 6.29. Soit A € K%5. On suppose que
PiA) = A=1*A=2)2 et ma(A) = (A= 1)*(A—2)

1) Que peut-on dire des dimensions des espaces propres ?
2) Quelles sont les formes de Jordan possibles ¢

Corrigé. La matrice A admet deux valeurs propres 1 et 2. Posons d; = dim Fy, dy =
dim FEs. Nous avons d’apreés ’exercice précédent,

—<di<n—p+1 i=12

sachant que ny = mulp(l) = 4, p1 = mul.(1) = 2, ny = mulp(2) et ps = mul.(2) = 1.
D’ou;

4
§§d1§4—2+1<:>2§d1§3,

Donc, dim E; = 2 ou bien dim E; = 3 et dim Ey = 2.

— Sidim E; = 2 et dim Ey = 2, il existe alors deux 1-blocs de Jordan de méme taille 2
et deux 2-blocs de Jordan de taille 1.

1 10000
010000
001100
000100
000020
000002

— Sidim E; = 3 et dim Ey = 2, il existe alors trois 1-blocs de Jordan dont deux sont
de méme taille 1 et autre est de taille 2 et deux 2-blocs de Jordan de taille 1.

110000
010000
001000
000100
00/00[2/0
0 0/00/0]2
1 o 0 0
Exercice 6.30. Soit la matrice A = (1) ; g (1) avec o € R.

-2 4—-—a -4 -1

Donner, en fonction de «, la forme de Jordan ainst qu’une matrice de passage.
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Corrigé.

1. Polynéme caractéristique et valeurs propres : P4(\) = det(A— ) = (A —1)%
La matrice A admet donc une seule valeur propre de multiplicité 4.

T

2. Espace propre E; : Soit v = € R%, alors v € F; si et seulement si Av = 1v.

rt+oay==x
Av=1v <= y=9y

~+~ N

r+2y+324+t=2
—2r—4dy—ay—4z—t=t
ay =0

t=—x—2y—2z

1 0
: . 0 0
— Sia# 0, on obtient y =0 et t = —x — 2z. Donc, v = 0 +z 1
-1 —2
1 0 0
: . 0 1 0
— Si a =0, on obtient, v = x 0 +y 0 +z 1
—1 —2 -2
L |2 sia#0
Ainsi, dlmEl—{3 Sa—0

3. Les blocs de Jordan :
— Si a # 0, il existe alors deux 1-blocs de Jordan de méme taille 2.

— Si a =0, il existe alors trois 1-blocs de Jordan dont deux sont de méme taille 1
et 'autre est de taille 2.

4. Matrice de passage et forme de Jordan

— Sia=0:
1 0 0 T
0 1 0
Posons u; = 0 , Uy = 0 , U3 = 1 et us = z tel que
-1 -2 -2 t
us = Uz + luy
( rt+oy==x
Y=y

Aug=ust+1us <= § 0o ey 14y

| 2x—4dy—4dz—t=-2+1
— x+2y+224+t-1=0
(

SN powrrz =y=t=20
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6 Exercices Corrigés

100

—O 1 0 0 0
D’ou, A= PJP! avec J = 0j1jo 0 et P = 010 (1)
0o 0 1 =
0101 1 12 20
0 ‘ 0 ‘ 0 1
— Sia#0:
Rappelons que J contient deux 1-blocs de Jordan lorsque o # 0, on pose alors
1 x 0
v = 8 , Uy = Z tel que Avy = v + v9, V3 = ? et vy =
-1 t —1
x/
y/
z’ tel que Avy = v3 + vy.
t/
x
Avg = 0] + Vg = Uy = Z a calculer!!!
t
x/
y/
Avg =03+ 04 = vy = o & calculer!'!!
tl
1 1/0 0 1 = 0 2
0 100 /
Dou; A= PJP ! avec J = et P = 0y 0 y,
0 0 ‘ 1 1 0 2z 1 =z
00 ‘ 0 1 -1 ¢t =2t

Exercice 6.31. Donner la forme réduite de Jordan ainsi qu’une matrice de passage pour

3 2 =2
-1 0 1
1 1 0

Corrigé. Le polynome caractéristique : P4(A\) = A3 = 3X2 +3X —1=(\ —1)3.
Les valeurs propres : A = 1 mulp(1) = 3.

1 0
Les vecteurs propres : u = | 0 | et v = 1 D’ou, dim Fy = 2, ce qui montre qu’il
1 1

existe deux 1-blocs de Jordan dont 'un est de taille 1 et autre est de taille 2.

Calculons le troisiéme vecteur w ?
x

Soit w= | y | de sorte que Aw = u + w ou bien Aw = v + w.
z

3x+2y—2z=x+1
Av=u+w <= —x+z=y
rt+y==z
— 0 =1 (absurde)
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Donc, ce systéme n’admet pas de solution, on cherche alors & calculer le vecteur w via
I’équation Aw = v + w.

3xr+2y—2z==x
Av=u+w <= —rx+z=y+1
r+y=z2+1
= 0 =2 (absurde)

donc ce systéme n’admet pas solution. Dans ce cas et afin de calculer le vecteur w, on
utilise la formule suivante :
Aw = (au + fv) + w.

en cherchant au départ une relation entre « et 8 puis on résout le systéme en donnant des
valeurs pour « et 5 de notre choix.

3r+2y—2z=a+=x
Aw = (au+pv)+tw<={ —c+z=0+y = a+25=0.
r+y=a+pB+z

2
Poura =2et = —1onobtient V=au+pv=2u—v=| —1 | et AV =V Donc,
1

3r+2y—2z=2+z

Aw =2u—v <= —r+z=—-14y
r+y=1+z2
= rvH+y—z=1
0
Pour z = y = 0, on obtient z = —1. D’ou, w = 0 Ainsi, A = PJP7! telles que

-1
110 0 1 2 0
J=1o0l1 1 |etP=@Vw=|[0 -1 0
000 1 11 -1

Décomposition en valeu

Exercice 6.32. On considére la matrice A = ( ; g 1 > )

a) Montrer que A est de rang 2.
b) Calculer les valeurs singuliéres de A.

c¢) Calculer les deux matrices U et V de la décomposition de A en valeurs singuliéres.

Corrigé.




6 Exercices Corrigés

a) On remarque que les deux premiéres colonnes sont indépendantes. La matrice est donc

= —1#0.

[\

de rang 2 ou bien ;

w

b) On calcule les valeurs propres de AA".
1 2
¢ (1 21 (69
a=(yia )20 )=(5 )

On calcule le polynéme caractéristique de AA? :
6— A 9

9 14-X
= A*—20\+3.

det(AA' — \I,) = ‘ ’ — (6—\)(14 — A) — 81

Le valeurs propres de AA? sont les racines de I'équation det(AA? — \Iy) = A2 =20\ +3 = 0,
donc Ay = 10 + /97 et Ay = 10 — /97. Les valeurs singuliéres de la matrice A sont :

s1 = VA =1/10+ V97 = 4, 4552
ss = VA =1/10— 97 = 0, 38877.

c¢) On sait qu’on doit chercher une matrice unitaire U = [uy, us] de dimension 2 x 2 et une
matrice unitaire V' = [v; , vy, v3] de dimension 3 x 3 telles que :

(44552 0 0.,
A_U< 0 0,38877 o)v'

On calcule u; comme vecteur propre de module 1 de la matrice AA? associé a la valeur
propre A\ = 4,4552, donc

(5 ) =G0 (1)) m=(0).

—5 V97

1 > . II reste & normaliser le vecteur :

()

3 0, 54491
RN GR Ias
1

ce qui donne u; = (

On calcule de méme usy, vecteur propre de module 1 de la matrice AA? associé a la valeur
propre Ao = 10 — /97,

(53 ) = 0o (5 1)] = ().
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(73v)
1 B ( —0,83851 )

0, 54491

On en déduit donc la matrice U = ( 0,54491 —0, 83851 )

0,83849 0,54491

La matrice V s’obtient en considérant la matrice A*A et les valeurs propres associées

( 10497 10—+97 0 ) de la maniére suivante :

v; vecteur propre de A'A associé a 10 + /97 :

1 2 5 8 3
AlA=1| 2 3 (; g 1): 8 13 5
11 3 5 2

(44~ 10+ VNI ) 0 = 0
5 8 3 1 00 0
8 13 5 | —10+vo)| 010 ||lvw = |0
3 5 2 0 01 0
1 1
On obtient v; = % + ﬁ\/ﬁ = 1,6226 . On normalise
— &+ V97 0,62262
1
1,6226
v = = O 80922
0,31051
1, 6226
0, 62262
vy vecteur propre de A*A associé & 10 — /97 :
5 8 3 1 00 0
8 135 | —(10—=v97)[ 0 1 0 ||wve=1[0
3 5 2 0 01 0
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6 Exercices Corrigés

—8 197 —5, 9496
On obtient vy = 1 = 1 . On normalise
131 + %\/W 6, 9496
—5,9496
1
vy = 0, 10866
= 9496 0,75514
6, 9496
v3 vecteur propre de A'A associé a 0 :
AtAvg =0
5 8 3 0
8 13 5 vy = 0
3 5 2 0
1
On obtient v3 = | —1 |, de normalisation
1
1
-1
1 0,57735
vy = —0,57735
L 0,57735
—1
1
On a donc :
0,49872 —0,64648 0,57735
V=1 0,80922 0,10866 —0,57735
0,31051 0,75514  0,57735

Il reste les deux conditions suivantes a vérifier qui introduisent des changements de signes
des vecteurs précédemment calculés. On doit avoir :

Atul
AtUQ

Or,
1 2
Aup =1 2 3
11

(

511

S2U2

0, 54491 2,2219
0.83849 ) — | 306054 |,
’ 1,3834
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et

0,49872 0,49872
sivp = 4,4552 | 0,80922 | = | 0,80922
0,31051 0,31051
Il n’y a donc rien & changer.
1 2 0,25131
Alug = 2 3 < _00’5289511 > = | —0,04229 |,
11 ’ —0,2936
et
—0, 64648 —0,25131
S9v9 = 0, 38877 0, 10866 = 0,04224
0,75514 0,29358

Il faut donc par exemple changer us en (—uy). On vérifie alors que :

0,80922 0,10866 —0,57735

0,31051 0,75514  0,57735

0,54491 0,83851 4,4552 0 0
0,83849 —0,54491 0 0,38877 0

> 0,49872 —0,64648 0,57735

0,99999 2 0,99999
2 3 1 '

Exercice 6.33. Donner la décomposition en wvaleurs singulieres des matrices A =

0 3
< g _02 ) etB=1 -2 0

0 0
Corrigé.

(1) La matrice A :

i) Calcul des valeurs singuliéres. Les valeurs propres de

i (90
AA_<O4)

sont 9 et 4, d’ou les valeurs singuliéres o7 = 3 et 09 = 2.
0

ii) Calcul de V' et U. Les vecteurs propres de AA* sont z; = < L 1

0 et r9 =

1
Les vecteurs propres de A*A sont y; = < 0 ) et yo = < (1) ) . Ces vecteurs propres

déterminent les colonnes de U et V' a constante prés : v; = py; et u; = pla;. On a,
par la décomposition en valeurs singuliéres Avy; = o1y , ou Ay = oy pjx;. On peut
choisir py et p) de fagon, par exemple, a minimiser le nombre de signe négatifs dans
les matrices U et V. Ici, comme les vecteurs propres son réels, les facteurs u = +1.
En prenant ,u’l =1,onawu =z et Auyy = oruy :

3 0 1 3 3
Aulylzalulﬁ(o_z)ul(o):(gl):(())?
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6 Exercices Corrigés

d’ott iy = 1 et v; = y1. Pour vy et uy on a Augys = 0‘2;/2:@. En prenant ,u/l =1on

obtient
s — (30 o [/ 0 \ [0
H2Y2 = 0222 0 —2 K2 1 - _2/4L2 - 2 )

d’olt o = —1 et vy = ( ) La décomposition en valeurs singuliéres est donc

0
-1

e (3 9)-(0) GG 5

(2) La matrice B :
La matrice est de taille (3,2) et est de rang 2, on cherchera donc 2 valeurs singuliéres.
i) Calcul des valeurs singuliéres. La matrice B*B est

(0 -2 o) e _(4 0)

3 0 0 0 0 09

Les valeurs propres sont 9 et 4, donc o1 = 3 et g = 2.

ii) Calcul de V et U. Les vecteurs propres de BB* (une matrice matrice carrée d’ordre

1 0 0
3)sontzy=| 0 |, 20 = 1 Jetaxzs=| 0 |.Les vecteurs propres de B*B sont
0 0 1
0 1 .. R ) )
Y1 = 1 et Yo = 0 ) On choisit les constantes p de fagon a avoir des signes
positifs dans U : pf =1 et pfy = 1. On a alors Apy = oquy -
0 3 0 3141 1
-2 0 | m ( 1 ) = 0 =31 0 |,
0 0 0 0
d’ott iy = 1. De la méme fagon, Ausys = ooxo implique que o = —1. La décomposi-
tion en valeurs singuliéres est donc
0 3 1 00 30 0 1
A=U0XV* | =2 0| =10 10 0 2 (_1 O>'
0 0 001 00

Exercice 6.34. Donner la décomposition en valeur singuliéres dans chaque cas :

3 11
]'A_<—1 3 1)’
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1111
4. D=1 22 2
1 2 3 3
Corrigé.
1 2
vz V2 V6 Vs
o= (L) (0 ) v
2 T2 T
N
A V6 0 0
11 e
2. U = 2 T2 2 (\)/5 Y= 0 V20
-1 1 0 -4 0 0 0
_11 g 0 0 0
2 2 2
L 0o -
V3 /6
v | 1 1 1
V3 V2 VB
A0 % 30 1
3.U=| % -5 & |.2=(o2|.v=( ¢ 2
I S U 00 V22
3 V2 Ve
—0.3066 —0.7114  0.6324 6.2763 0
4. U= | —05716 —0.3936 —0.7200 |, ¥ = 0  0.7128
—0.7611 0.5822  0.2859 0 0
—0.2612 —0.7336  0.6274 0
v | 04735 —0.4690 —0.7455 0
~ | —0.5948 0.3478  0.1590 —0.7071
—0.5948 0.3478  0.1590  0.7071

Exercice 6.35. Déterminer le pseudo-inverse de Moore Penrose des matrice suivantes :

1 2 =3
1A= < 9 -1 0 ) ’
10
2.B=|21 |,
10
-2 0 0
3. C= 0 0 0],
0 01
11 -4 0
o 1 2 -1
4. D= -2 0 3 3
4 -1 -3 -3
Corrigé.
1 1
0 5
1. At = 0o -1 ],
-3 _3
10 5
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6 Exercices Corrigés

L g 1
T — 2 2
2. B ( 11 ) ,
-3 00
3. Ct= 0O 00 ],
0 01
0.2093 0.2791 0.5814 0.4884
1 Dt — 0.4186 0.5581 0.1628 —0.0233
) - —0.0930 0.2093 0.1860 0.1163

0.2326 —0.0233 0.5349 0.2093

1 0 2
Exercice 6.36. On considére la matrice A = 0 -1 0
2 —1 4

1. Déterminer la forme S de Smith de A ainsi que les matrices P et Q) telles que
S = PAQ.

2. Déterminer les constantes a et b telles que a,b € N et

a 0

b 0 2b
A= 0 a ( 0 —b 0 ) .

2a a
3. Calculer AT (le pseudo-inverse de Moore Penrose de A).
4. Sous quelle condition sur o, 5 et vy, le systeme suivant admet-il de vraies solutions

T+ 2z = «

—Y = 0.
20 —y+4z = v

5. En utilisant le pseudo-inverse, déterminer les solutions du systéme ci-dessous et la
solution de norme minimale

T+ 2z = 2

-y
20 —y+4z = 1

Il
|
o

Corrigé.

1. La forme S de Smith de la matrice A : S = PAQ

1 00 1 0 O 1 0 =2
S=1010], P= 0 -1 0 et@=11 01 0
000 -2 -1 1 0 0 1
2. On a
a 0O ab 0 2ab 1 0 2
0 a ( 8 _Ob 20b ) = 0 —ab O = 0 -1 0
2a 2ab —ab 4ab 2 -1 4

= ab=1=a=1letb=1cara,beN.
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3. D’apres la questions précédente on a :
10
A= 01 <(1) Y g>:FG
2 1
et

1
rangA =rang | 0 = rang ( (1) _01 g ) =2,

c’est a dire on a une décomposition de rang maximal, d’ou

AT = GYF'AGHLF!
1

1 1
5 15 15
— 1 _5 _1
3§ 9
15 5 15
4. On a
T+ 2z = T «Q
-~y = 08 «Aly |=| 78],
2r —y+4z = 7 z ¥

donc le systéme admet des solutions si et seulement si

« (0%
AAT[ B )= 8|,
gl Y
oF 1 1 1
AAY = 0 -1 0 % —g —3 B
2
% _11 g 1 R 15 7
g0~ g+ 37

T — 30+ 37 !
sa+g8+¢y g

5. En écrivant le systéme sous la forme AX = b, les solutions sont données par

E={Ab+ (I; - ATA)X/ X € R*}.

On a
11 1 9 2
15 15 15 5
Afp = 1 _5 _1 -1 = 1
3 0 6
2 _2 2 3 4
15 15 15 5
et A )
5 0 —3
ILi—ATA=| 0 0 0 |,
~2 9 1
5 5
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donc

{(4 2 2 2
= —r——-z+—-,1,-2— o+

et la solution de norme minimale est donnée par

o (211,
5 5

Exercice 6.37. 1) En discutant s’il y a lieu en fonction de parameétres réels « et 3,
déterminez la solution X € R? de norme minimale du systeme AX = B ot

x
1 11 Q@
A—<231>,X— g etB—(ﬁ).

2) Former la matrice Y = A*(AAY)™'. Montrer que Y est un inverse a droite de A et que la
solution de la norme minimale du systéme ci-dessus peut s’écrire sous la forme X =Y B.

Corrigé.

1) Le systéme est compatible et sa solution générale s’écrit, quels que soient «, 3,

x 3a— f3 —2
X=1lvy |=| B—2a | +A 1 , AeR.
z 0 1

Cherchons la valeur de A qui minimise la norme || X|| de X ou de fagon équivalente celle
qui minimise || X||*, soit
IX[? = 2+ 3>+ 22
= Ba—F-20)"+ (8 -2a+ 1)+ N
= 6)° + A(—16a + 683) + (13a” + 28% — 10ap).

Une fonction quadratique de type aA\>+bA+c avec @ > 0 admet un minimum pour A = — 2.

2a
La solution de norme minimale est donc obtenue pour
—16a + 68  8a — 38

A=
12 6

On trouve deés lors la solution de norme minimale en remplagant A par cette valeur dans
I’expression de la solution générale, i.e.

x 3a—pf B -2
z 0 1
18 — 65 — 2(8cx — 313) 2
=z —12a04+66+8a—-38 | == —4a+3p3
8a — 30 8a— 30
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2) On calcule successivement

1 2 111 1 2
Y = AAAY =11 3 (231) 13
11 11
B 13 <3 6>_1_ }; 1(14—6)
11 6 14 11 6\ —6 3
2 0
S )
8 -3
La matrice Y est un inverse & droite de A puisque :
2 0
1/1 1 1 10
w1 (3 8)-(50)-n

=]

2 200

On calcul maintenant X =Y B =1 —4 3 ( g ) = % —4a+ 36 | , qui permet
8§ =3 8o — 30

de retrouver la solution de norme minimale calculée a la question (1).

Les A\—matrices et cal

2 _
Exercice 6.38. Pour A(\) = < 5)\)\+2 ;2 _2 ) et C(A) = ( é _31

et Aq(C), puis déduire le quotient et le reste de la division & droite et a gauche de A(N)

surB()\):(lg)\ _13_A>.

> , calculer Ap(C)

Corrigé.
On a A(\) = ( Lo ))\2+ < - >/\+ ( o > L AN 4 AW 4 AO),
Donc,

Ap(C) = ABDC?24 ADC 4+ AO)
2
10 1 3 0 —1 . 3 01
_(01)(2—1)+(5 0)(2—1)+<2_3)
_ 7T —6
— \s3r 4 )¢
Aq(C) = C?AP + AN 4+ A0
_13210+13 O =1\, (01
_ 22 0
- -3 2 )
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Exercice 6.39.

1) Soit p1(A); p2(A); @1(N) et go(N) quatre polynomes. Donner la division o droite et a

gauche de la matrice A(\) = ( ]h(()/\) pz(())\) ) sur la matrice B(\) = ( C]l(())\) qz(()/\) ) .

2) Soit A(X) une A—matrice d’ordre 2. Sous quelles conditions sur les coefficients de A(N),

cette matrice est-elle divisible sur la matrice ( ) avec un reste nul ?

0 A

Corrigé.
1) Remarquons que A()A) et B(A) sont deux A—matrices diagonales, donc :
Qu(A) = Q4(A) et Ra(A) = Ry(A).

1. Si deg A(\) < deg B(\), c’est a dire max(degp;,degps) < max(degqi,deggs), on
obtient :

Qa(A) = Qy(A) = 0 et Ry(A) = Ry(A) = A(N).
2. Sideg A(A) > deg B(\) :
Supposons que deg A(A\) = degp;. Donc, degp; > degqr car degp, >
max(deg ¢, deg ¢2). 1l existe alors deux polynémes s; et ; tels que
P1 = 5141 + 1.

De plus, si degps > deg g9, il existe deux autre polynomes s, et ry tels que

P2 = S2q2 + T2.

_ p1 O _f s1qit+ 1 0
AN = (O p2)_( 0 52Q2+7’2)

S1 0 q1 0 + T 0
0 s9 0 ¢ 0 r
= Qu(A\)B(A) + Ra(N).
Si deg py < deg qo, on obtient :

AN = (pl 0)_<51Q1+r1 0 )

0.2 + p2
“ (0 0)(8 8 ) (i n)
0 ¢ 0 p2

= + Ry(N).

2) On considére une A—matrice A(\) de la forme

A= ()

Ainsi :
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sachant que p1,p2,p3 et py sont tous des polynomes en A. A(A) est divisible par

B(\) = ( ())\ g)\ ) avec un reste nul revient a dire qu'il existe une A—matrice Q(\) =

BP0 tepe que
a3 qa

AA) = Q) B(A) = BAA)Q).

P1 P2 T A0
AN =0MNB(\) < =
(V) = QBN (p3p4> (Q3 Q4><0 )\)
P1 = A1
PN D2 = A2
P3 = Ag3
DPa = A4

Donc pour que A(A) soit divisible par B(\) avec un reste nul il faut et il suffit que
les coefficients de A(\) soient des polyndmes homogéne (c’est a dire que le terme
constant dans chaque polynome est nul).

Exercice 6.40. Déterminer la division a droite et a gauche de A(X) sur B(\) pour A(\) =

oA 2\ -1 2%\
<3>\2+1 2\ )etB(A):< 1 3)\2)'

Corrigé.
Division a droite :

(2 231N (0 2\ (0 0Yw. (20 0 —1
A(/\)_(B)\QJrl 2 ) = (o 0)A+<3 0)A+(0 2>A+(1 0)
_ AN L ADN LAWY 4 4O,
202 ) 2 0 01 00
B“):( 1 3A2) - (0 3)X2+<0 0>A+<1 0)

= B@X2 4+ BOX 4+ BO),

0

Posons A; = A®[B?)]~1 = ( o 2

[SS] )
N———

A -1
_ _ 3-2 _ 3
A =40 = 43250 = (8 o)
00, 3 0 0 -1
3 0>A+(0 2>A+(1 0 )
AP 4 AN + 4O,

Vu que deg A;(\) =2 = deg B()\), on pose : Ay = A?’ [B@]~1 =

Nl O
o O
N—

A0 = AL(A) — AN 2B(A) = ( Al > .

Comme deg Ay(\) < deg B(A), on obtient :

AN) = A1(N)+ AAB(A\) = Ay(\) + Ay B(A) + AiAB())
= (AIA+ A2)B(A) + A2(N) = Qa(N)B(A) + Ra(N)
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avec

0 2\ I -1
QAM:AM+&=<§ %)eHMM=A%U=<ﬁ ;)-
2 2
Division a gauche : Posons M(\) = A(\)! et N(\) = B()\)!, nous avons donc :
(23 3241\ [(00\, [(03\, (20 0 1
M()‘)_<2)\3—1 2 ) - (2 0)A (0 O)AJF 02 )M —1 0
= M®N + MO\ + MO\ + MO,
(2 1L _ (20, (00 0 1
N()‘)_<)\ 3)\2)_(0 3)A 10)A+(0 0)
= NN NO)X4+ NO,
0 0
— MOIN@I-L —
M, = MO[N®)] (1 o)
2
M) = MO) - NNy = (2N

(e (e ()

= M2+ MmN+ MO

Comme deg M;(\) = 2 = deg N(\), on définit :

My = M?[N@]~ = ( 8 (1) ) et My(\) = My(N\) — MoN(\) = < —A1 i ) :

Comme deg M>(\) < deg N(A), on obtient :

M) = M1A+M2 I+ Mp()
=( )05 ) (40)
= + R(A).

D’ou,
AN =M = NN'QW' + RN
= B)Q,(N) + By()

avec Q,(\) = (? 3) et Ry(\) = <i _Al )

. A+ 3a+1 A+2 A
Exercice 6.41. OndonneB()\)—( N9 )\2_3)\+2) et C(\) = ()\ 5 )\+1)

1. Calculer A(X\) = B(A\)C(N).
2. Trouver deur A\—matrices Q(N\) et R(\) de degré au plus un, telles que A(\) =

QA B(A) + R(A).
Corrigé.

o N+ =T -1 AP+ 3\ [ A+4 X+3
AN = A3 —BA2+11A - 10 )\3—)\2—3)\+2) Q(/\)_()\—6 )\—1>

) S S
etR()‘)_(li’)/\—G 9A+10)
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Matrices constituantes

2 1 0 0
. . . 0 2 0 0 . .
Exercice 6.42. Soit la matrice A = 3 9 3 1 dont le polynome caractéris-
-7 =5 —4 -1

tique est Pa(\) = (A —2)2(\ — 1)%
Calculer les matrices constituantes de A puis calculer e?,\/3 — A et

A—4
Corrigé.
Posons
p(A) = (A =2\ —1)
pr2(A) = (A = 2)?
pa(A) = (A =2)(A = 1)
p22()\) = ()\ — 1)2
On a
pu(A4) = pu(1)Zio+py (1) 21 + p11(2) Zor + p1(2) Z22
= pu(1)Zn = Zu,
donc
0O 0 0 O
0O 0 0 O
7y = (A=20L)*(A—-1,) = Lo o2 1|
-2 0 -4 =2
et
p12(A) = p12(1)Z1o + Plo(1) Z11 + p12(2) Zo1 + p15(2) Z22
= p12(1)Zvo + plo(1) 211 = Z1o — 2214, ’
donc
0 000
0O 0 00
Zho =p1a(A) + 220 = (A= 21,) =271 = 2010 |’
5 001
et
p2(A) = pa(1)Zio + phy (1) Z11 + p21(2) Zor + Py (2) Z2o
= p'21(2)222 = Ly, ’
donc
0 1 00
0 0 00
Zay = (A —1)*(A—-2I) = 0 2 00 |
0 -5 00
et

p2(A) = p2a(1)Zi+ phy(1)Zi1 + p2(2) Zor + phy(2) Z2
= P22(2)Zo1 + Pho(2) Zog = Zoy + 2759, ’
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6 Exercices Corrigés

donc

o O O

o O O

o - O

— O A

= (A—1,)* =22 =

Zoyy = paa(A) — 279

-5 0 0 0

On a pour toute fonction analytique en 0 dont le rayon de convergence est plus grand que

2.

f(A) = f(1)Zwo+ f/(1) Z11 + f(2) Zo1 + ['(2) Zoo.

Donc,
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Exercice 6.43. Montrer que pour toute matrice carrée vérifiant A2 = pI, p € C, alors

. sinh(,/p)
e = cosh(y/p)] + T\/EA.

Corrigé

Si A2=pl,ona:

et = I+A+2—!2+’§—j+...
- I+A+§]+%?+§I+%?ﬁu
_ (1+§+Z—T+...)I+(1+§+§—j+...)A
= (1+§ (\{5) +...)I+(1+(‘/3?) +(\/5?) +...)A
= Cosh(\//_))f—i-(l—l—ﬁ (\éf) —l—(\{j) +...[)A
= cosh(y/p)I + (1 + % [sinh(y/p) — +/p])A
= cosh(\/ﬁ)f—i-MA.

VP

Exercice 6.44. Soit A une matrice réelle telle que A*> = pA, p € R. Calculer e et en
déduire son expression dans le cas de la matrice réelle :

0 a b
A= —-a 0 ¢
-b —c 0

Corrigé.

Comme A3 = pA, il vient que

A3 AD A2 At
et = I+{A+—+—+...]+[—+—+..}

3! 5! 2! 4!
2 1 2 )
_ I+[1+§+%+...]A+[5+£+%+..}A
Pour p > 0,
et = I+ {1+ (\?j)Q + (\{;7;))4 + ] A+ [% + (\ff + (\/6?)4 + ] A2
1 (/e  (/p) 1[(vp)? (Vo)  (Vp)° 2
]+[1+%<\{§ 2 +...>]A+;[“j IR +..}A
_ sinh(y/p) —1+cosh(y/p)] .
= I+ N7 A-i—{ ; }A.

119



6 Exercices Corrigés

Pour p < 0, on a de la méme maniére :

SRRV Y (R Y

V=r p
0 a b
Si maintenant A= | —a 0 ¢ |,alorson a:
b —c 0
—a? —b? —be ac
A? = —be —a? — 2 —ab
ac —ab —b? — 2
0 a b
A = —@+P+A)| —a 0 ¢ |,
b —c 0

clest a dire A3 = —(a® + b* + ?)A = pA avec p= A% = —(a® + b* + ¢*) < 0. Do,

et =T+

*’a2+b2+c2 a2+b2+02

sinh a2+b2+02A+ ll—cosh a? + b% + ¢2

Exercice 6.45. 1) Calculer e, out € R et A = ( L= ) :

2 -3
-2 -1 1
2) Méme question pour la matrice A = 0 -3 1
-1 1 =3

Corrigé.

1) La premiére étape est de de calculer les valeurs propres de la matrice A, solutions du
polynéme caractéristique det(A — Al3) = 0.

1—A -2
det(A — \) = ’ 9 _3_)\‘()\—1—3)()\—1)—1—4
= N+22+1
Nous obtenons alors une valeur propre A = —1 de multiplicité 2. Ainsi,

f(A) = f(-1)Zu + f(l)(_l)Zn.

Choisissons f(z) =1, on a f(A) = I et alors 2y, = I = ( é (1) ) '

Choisissons f(z) =z —A=z+1,ona f(—1) =0et fH(-1)=1,donc A~ = A+ 1, =

2 =2
2 (2 2)
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Si maintenant f(z) = €'®, sa dérivée par rapport a z est f()(z) = te!®, et alors :
f(A) = f(=1)Zu+ f(l)(—l)Zu =e ' Z1 +te 2y

(10 o 2 =2
—e<01+t6 9 _9

< (1+2t)et  —2te? >

et (1—2t)e "

2)
—2-X -1 1
det(A— \L) = 0 -=3-x 1 :(—2—/\)‘_31_)\ _31_A‘—‘_;A H
-1 1 —3-A
= —(A+2)[A+3)=1] = [-1+A+3]=-A+2)A+4)A+2) — (A +2)
= —(A+2) [N +6X2+9] =—-(A+2)(A+3)%
Ainsi, A admet une valeur propre simple A\; = —2 et une valeur propre double \; = —3.

F(A) = f(M)Zi + f(X2) Zor + f(1)<)\2)Z22-

Si f(x)=1,ona:
I3 = Zn + Za.
Si f(x)=x—X=x+3,0na:

A=y = (M —X)Z11 + Zao
A+3l5 = Zy+ Zyp.

Si f(z)=(z—N)?*=(z+3)* ona:

(A - )\2[3)2 — ()\1 - )\2)2211
(A+3]3)2 - ZH.

D’ou,
1 -1 1 1 -1 1
Zn = 0 0 1 0 0 1
-1 1 0 -1 1 0
0O 00
= -1 1 0
-1 1 0
1 0 O
Zgl—fg—le— 1 0 0
1 -1 1
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6 Exercices Corrigés

Finalement,

etA

1 -1
Zog = A+3l3— 71 = 0 0
-1 1
1 -1
= 1 -1 1

on obtient :

= 672tZ11 + 673t221 + t@ithQQ

0 00 1
= e[ -1 1 0 |+e3| 1
-1 10 1
(t+1)e3 —te™3

— _672t + (t + 1)6732‘5 6722‘5 _ tef?)t

—e2 4 o3t 2t _ ¢
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