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0.1 INTRODUCTION 5

0.1 INTRODUCTION

Ce polycopié est issu du cours d’Algébre 1 destiné & des étudiants de premiére année des
classes préparatoires en Sciences et Technologies. Il regroupe l’essentiel du programme de
mathématiques du semestre impair sous ’appellation Algebre 1. Ce polycopié se veut avant
tout un outil complémentaire aux cours et travaux dirigés qui sont dispensés dans les pro-
grammes du cursus officiel du Juillet 2015. Dans ce polycopie, nous avons voulu dégager les
points essentiels permettant a ’étudiant de combler sa compréhension de certaines parties
du cours magistral pour aborder efficacement les exercices proposés au cours des séances de
travaux dirigés.

Le polycopié s’articule autour de quatre chapitres. A la fin de chaque chapitre on pourra
trouver une série d’exercices. La plupart de ces exercices étaient proposés lors des séances de
travaux dirigés ou des épreuves (DS et ES).

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales sur éléments de lo-
gique, la théorie des ensembles et les applications avec quelques exemples illustratifs. Dans
le deuxiéme chapitre, on donne des définitions de structure du groupe, sous-groupe, anneau
et sous anneau et structure de corps, ce chapitre est aussi illustré par des exemples. Le troi-
siéme chapitre traite les sujets suivants : anneau des polynomes ; définitions, opérations sur les
polynomes, arithmétique des polyndémes, racines d’un polynome, polynémes irréductibles et
factorisation des polynomes. Le dernier chapitre est consacré a la décompositions les fractions

rationnelles dans C[X| et dans R[X].

Pour une bonne et bénéfique utilisation de ce polycopié, nous recommandons & nos étudiants
d’avoir avant tout une bonne compréhension du cours magistral pour la résolution des exer-
cices proposés. Un cours ne peut étre considéré comme compris qu’'une fois que ’on arrive a
essayer de solutionner la plupart des exercices proposés qui suivent.

A la fin de ce manuscrit, nous avons donné quelques références de base classiques et récentes

et que le lecteur ou I’étudiant intéressé pourra aisément consulter.



Chapitre 1

Eléments de logique, ensembles et
applications

1.1 Eléments de logique

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés pour les propositions

mathématiques.

1.1.1 Propositions mathématiques

Définition 1.1.1 Une propositions mathématiques (assertion) est tout énoncé mathéma-
tiques qui posséde l'une des valeurs de vérité suivante : Vraie, notée V ou (1) ou Fausse

notée I ou (0).

Exemple 1.1.1 Les énonés suivants sont des assertions :
1.2>3

2. cos(2mn) =1, neN

3. Elle travaille

4.14+3=4

5. V2¢€eN

6. Pourtoutx e R, = >1

Les connecteurs logiques :

Soient P et () deux assertions (propostions logiques), nous allons définir de nouvelles asser-

tions construites & partir de P et de Q).
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La négation (—, non) : On appelle la négation de P 'assertion P (nonP), qui est fausse

si P est vraie et qui est vraie si P est fausse.

P10

P|0O|1
Table de vérité de nonP

Exemple 1.1.2 1. La négation de V2 e N est 2 ¢ N.
2. La négation de 2 > 3 est 2 < 3.
3. La négation de "l +3 =4"est "l +3 #4".

La conjonction <A, et>: P A(Q est’assertion qui est vraie lorsque P et () sont toutes

les deux vraies.

P 111]0]0

Q 110[1]0

PAQ|1|0]0]0
Table de vérité de <P A Q>

Exemple 1.1.3 1. (cos(2mn) = 1) A (2 —1=1) est vraie.

2. PAP est toujours fausse.

La disjonction <V, ou> : PV () est 'assertion qui est vraie sauf si P et () sont toutes

les deux fausses.

P 1117010

Q 11071]0

Pv@Q|l1|1|1]0
Table de vérité de <PV Q>

Exemple 1.1.4 1. (v3€ Q) V (2+1=1) est fausse.

2. PV P est toujours vraie.
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L’implication <=>> <si ..., alors> : P =—> () est ’assertion qui est fausse uniquement

si P est vraie et () est fausse.

P 1]1 0
Q 1[0[1]0
P—Q|1]|0[1]1

Table de vérité de <P = 0>

Exemple 1.1.5 1. (/3 € Q) = (2+1 = 1) est vraie.

2. -3€Z = 1>2 est fausse.

L’équivalence <<=> <si et seulement si> : P <= () est I’assertion qui est vraie si P

et () sont vraies ou fausses.

P 1117010

Q 110]1/10

P—=Q|1/0]0]|1
Table de vérité de <P <— )»

Exemple 1.1.6 1. (v/3 € R) <= (1 +1 = 2) est vraie.

2. P <= P est toujours fausse.

La contraposition : Les deux propositions suivantes P — ) et Q = P sont

équivalentes.

(Q = P est la contraposée de P = Q.

PlQIP=Q|Q|P|Q=P|(P=Q +— Q=17
1)1 1 010 1 1

110 0 110 0 1

01 1 011 1 1

00 1 1)1 1 1

Table de vérité de <(P:>Q)<:>(@§ﬁ)>
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L’implication réciproque : On appelle la réciproque de P = () est la proposition

Q = P.

Théoréme 1.1.1 Soient P, () et R trois assertions

1. PNQ<= QAP e PVQ<<=QVP (Aet A sontcommutatives)

2. PN(QAR) <~ (PANQ )ANR e PV (QVR)<— (PVQ)VR (Net A sont
associatives)

3. PN(QVR)<—= (PNQ )V(PAR) e¢ PV(Q AR)<—= (PVQ )AN(PVR)
4.?@]3

5PANQ<=PVQ e PVQ<+<=PAQ (loisde Morgan)

6. (P= Q)<= (PVQ)

7P—= Q< PAQ

8. (P += Q)= [(P= Q)N (Q = P)]

9. P Q< (PANQ)V(QAP)

10. (P= Q)N (Q = R)] = (P = R)

Preuve. En utilisant la table de vérité, nous montrons quelques-uns et en laissons les autres

aux lecteurs

2.
P 111}1]0(1]0]0]0
Q 1{1]ofl1]ol1]0]0
R 110(1]1(0|0]1]0
PAQ 11170]0({0|0]0]0
(PNQ)AR 1j{ojfojojolo[0]O
Q NR 110{0/1/0]0]0]0
P A(Q AR) 1{ojo[of[ofolo]oO
PANQAR) <= (PNQ)ANR|1|1|1|1|1 1|11
3.
P 1{1/1{0(1]{00]0
Q 1{1{of1]of[1]0]0O
R 1{0/1]1(0{01]0
Q NR 110{0/1(0]0]0]O0
PV (Q AR) 1|1]1(1[(1{0]0]0O
PVQ I{1]1]1(1|/1]0]0
PV R I{1]1]1[1|0]|1]O
(PVQ) NPV R) 1{1]1]1(1/0]|0]O0
PV(QAR)<= (PVQ)AN(PVR)|1]|1|1|1|1|1]1]1
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5.
PlQIPANQ|PAQ|P|Q|PVQ|PANQ<<= PVQ
1[1] 1 0 00 0 1
110 0 1 01 1 1
0] 1 0 1 1o 1 1
0]o0 0 1 1]1 1 1
10.
P 1f1]1]o]1]0o]0]0
Q 1{1/of[1]of1]0]O
R 1{of1]1]ofol1]o0
P—=Q 1[1jof[1]ol1]1]1 .
Q=R 1jof1][1][1]ol1]1
(P= Q)N (Q = R) 1/0/0|1|0]0]1]1
P—R 1jof1][1]of1]1]1
(P=QANQ=R]=—= P=R) |11 |1[1][1]1]1]1

1.1.2 Quantifications

< 22 > 6> est vraie ou fausse selon les valeurs de z.

- L’assertion <Va € E ; p(z)> est vraie si les assertions p(x) sont vraies pour tous les éléments
x de 'ensemble E.

On lit <Pour tout = appartenant a E, p(z) ».

- Lassertion <3z € E'; p(x)> est vraie s'il existe au moins un x de 'ensemble F pour lequel
p(x) est vraie.

On lit «il existe x appartenant & F, p(z) ».

- Lassertion <3z € E ; p(x)> est vraie s'il existe un seul z de I'ensemble E pour lequel p(x)

est vraie.

Exemple 1.1.7 1. Yz € R ; 22>1 Fausse.

2. JxeR; z(x—1)<0 Vraie pour = 3.
3. dx €R; 22 = -1 Fausse.
4. VreR; 22>0  Vraie.

T
5. Alr=1€eN; §$§% Vraie.

La négation des quantifications

- La négation de assertion <Vax € E'; p(x)> est 'assertions <3z € E ; non p(z)>.
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- La négation de 'assertion <3z € E'; p(x)> est I'assertions <Vz € E ; non p(z)>.
Exemple 1.1.8 1. La négation de ¥z € R ; 22> 1> est dz € R; 22 < 1>.

2. La négation de <3z € N; z(x +1) ¢ R>est Vz e N; z(x +1) € Ro.
3. Lanégationde <dJr e R;Vy e R: z4+y=0est VzeR;IyeR: x+y#0.

Remarque 1.1.1 L’ordre des quantificateurs différents dans une assertion est trés impor-

tant.

Exemple 1.1.9 1. L’assertion dxr € R ; Yy e R: x> y> est fausse.

2. L’assertion Ny € R; dr €e R: x> y> est vraie.

1.1.3 Types de raisonnements mathématiques

Raisonnement direct

On veut montrer que 'assertion <P = () > est vraie. On suppose que P est vraie et on

montre qu’alors () est vraie.

Exemple 1.1.10 Montrer que : si a,b € Q, alors a+b € Q.

Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels Q sont ’ensemble des réels s’écrivant §,
avec p € 7 et q € N*.

Alorsaz% , avec p € 7 et ¢ € N*. De mémeb:fl’—: ,avecp €7 etq € N*,

Donc a+b:§+%:%e<@, avec pg +pq € 7Z et qf € N*.

Raisonnement par la contraposition

Le raisonnement par contraposition est basé sur I'équivalence : (P = Q) <= (Q = P).
Donc si I'on souhaite montrer ’assertion « P = () », on montre en fait que si Q est vraie

alors P est vrale.

Exemple 1.1.11 Soit n € N. Montrer que : si n® est pair alors n est pair.

On veut monter que : « ¥Yn € N, n? est pair = n est pair ».
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On suppose que n n'est pas pair, et on montre qu’alors n* n'est pas pair.

Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que : n = 2k + 1. Alors n?
= (2k +1)2 = 4k®> + 4k + 1 = 2K + 1 avec k' € N. Donc n? est impair, nous avons montré
que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition ceci est équivalent a : si n?est pair

alors n est pair.

Raisonnement par I’absurde

Pour montrer que : « P = () », on suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et

on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors ) doit étre vraie.

Exemple 1.1.12 Soient a,b > 0. Montrer que : si 4 = H—Lcﬂ alors a = b c’est-a-dire :
a _ b _

1+5 — 1+ta —a =0>.

Par Uabsurde en supposant que : 745 = 1%& et a #b.

Comme % = 2= alors a(1 + a) = b(1 +b) donc a+a®> =b+b* d’ota® —0* =b — a. Cela

conduit & (a —b)(a+b) = —(a —b).
Comme a # b alors, en divisant par a—0b on obtient a+b = —1. On obtient une contradiction
car la somme de deux nombres positifs ne peut étre négative.

a b

On conclut que : si 95 = T Wlorsa =10 .

Raisonnement par contre exemple

Si on veut montrer qu'une assertion du type <[Vx € E ; p(z)] < [Vz(z € E = p(2)]
est vraie alors pour chaque x de E il faut montrer que p(z) est vraie. Par contre pour montrer

que cette assertion est fausse, alors il suffit de trouver = € E tel que p(z) soit fausse.

Exemple 1.1.13 La propriété suivante est-elle vraie : “deux rectangles de méme aire ont
méme périmétre”.
Preuve : Les rectangles de longueurs respectives 4m et 2m et de largeurs respectives 0,5 et 1

constituent un contre-exemple.
Exemple 1.1.14 L’assertion <«Vr € R ; 2? < 3] <= [Vz(r € R = 22 < 3> est-elle
vraie ¢

Cette assertion est fausse car : 3z =3 € R (vraie) mais 2> = 9 > 3 (fausse).
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1.2 Ensembles
1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 (ensemble)
un ensemble est un groupement d’objet distincts.
- st x est un élément de E, on écrit x € E.

- 51 x n'est pas un élément de E, on écrit x ¢ E.

Définition 1.2.2 (cardinal)
Le nombre d’élément de E est appelé le cardinal et on le note card(E), un ensemble qui n’ést

pas fini est dit infini.

Exemple 1.2.1 1)- Les ensembles usuels :
— l’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.
— l’ensemble des entiers relatifs Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
— Uensemble des rationnels Q = {%, avec p € Z et q € N*}.
— l’ensemble des réels R.
— l’ensemble des nombres complexes C.
2)- A={reN;0<z<5}={0,1,2,3,4,5}.
card(A) = 6.

- Un ensemble particulier est I’ensemble vide, noté () qui est I’ensemble ne contenant aucun
élément. card(D) = 0

- Un ensemble Singleton contient un seul élément, son cardinal vaut 1.

1.2.2 Produit cartésien

Définition 1.2.3 On appelle produit de deux ensembles E et F, noté E x F', l’ensemble des
couples (x,y) tels que v € E ety € F c’est-‘a-dire : E X F = {(x,y); v € E et y€ F}.

Plus généralement, on définit le produit cartésien de n ensembles Fy, Fs, -+, E,, par

n

[15 = (@, ~2); Vi=1,n, v € E).

i=1
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Exemple 1.2.2 1)- R" =R xR x .. xR

n fois

2)- R2={(z,y); v€R et ye R}
3)- AxR=A{(z,y); € A=10,1] et ye R}

¥

Proposition 1.2.1 Soient E, F deux ensembles finis, alors
card(E x F) = card(E) x card(F)

Exemple 1.2.3 Soient FE = {a,b,c} et F=1{1,2,34}.
card(E) =3 et card(F)=4, alors card(E x F)=12.
ExF=A{(x,y); t€E et yeF}

={(a,1),(a,2),(a,3), (a,4), (b, 1), (b,2), (b,3), (b;4), (¢, 1), (¢, 2), (¢, 3), (¢, 4) }.
En généal, Ex F # F x E.

1.2.3 Ensemble des parties
Définition 1.2.4 Soit E un ensemble, les sous ensembles de E forment un ensemble appelé
ensemble des parties de E noté par : p(E).
AepF)<—= ACFE
Proposition 1.2.2 Soit E' un ensembles fini, alors

card(p(E)) = card(E)

Soit E = {a,b,c}, alors card(F) = 3 et card(p(E)) = 8.
En effet, p(E) = {0, E, {a}, {b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}}.
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1.2.4 Opérations sur les ensembles

Inclusion

Soient E, F' deux ensembles
- On dit que F est inclus dans F, ou que E contient F', ou que F' est une partie de E si tout
élément de F' est élément de FE.

Autrement dit, ' C F <= [Va(z € F =z € E)]

- L’ensemble vide ) est inclus dans tout ensemble.
Egalité

-F=Fsietseulementsi E CF et F CE.
Autrement dit, £ = F <= [Vz(z € E <=z € F)]

Exemple 1.24 NCZ CQCR cC.

Union

Soient A, B et C' trois parties d'un ensemble F.
- On applelle réunion de A et B, notée AU B 1’ensemble des z tels que z € Aou z € B (Le
«ou» n’est pas exclusif : x peut appartenir & A et & B en méme temps).

Autrement dit, AUB={z, z€AVaeB}, rc AUB<=z <€ AVxeDB
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\
AuB | | B

|
L !
\Hlﬂi:f;

A

Proposition 1.2.3 1. AUB=BUA e (AUB)UC=AU((BUC()
2. AC(AuB)=— AUB=8B

3. Aul=A , AUA=A, AUE=F

4. AC(AUB) e BC(AUB).

Intersection

Soient A, B et C € p(E).
- On applelle 'intersection de A et B, notée AN B ’ensemble des x tels que z € A et v € B.
Autrement dit, ANB={z, z€ ANz € B}, t€c ANB<=zxcANz€EB

T m—

TN
i A l,I
A[ {Aﬂb] JE
Ny / ;
k&ﬁf A’

Proposition 1.2.4 1. ANB=BNA e (ANB)NC=AN(BNC)
2. ACB<= ANB=A
3. AND=0 , ANA=A, ANE=A
4. ANBCA e ANBCB.
5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) e AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
6. Si A et B sont finis, alors
a) card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
b) card(AN B) < min(card(A), card(B))

Lemme 1.2.1 Soient A et B deux ensembles finis.

Si ACB et card(A) = card(B) , alors A= B.
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Complémentaire

Soit A € p(E).

- On applelle complémentaire de A dans E, notée Cp(A), EN\ A (et parfois A, A°) 'ensemble
desz telsquer € Eetz ¢ A.

Autrement dit,

Cp(A)={z, 2cEANx ¢ A}, 1€Cr(Ad) = rcENvr¢Ac=acENTCA

Proposition 1.2.5 1. ANCr(A)=0 e AUCg(A)=FE
9 Op(Ce(A)=A, Cp(E)=0 , Cp(0)=F

3. Cp(ANB)=Cg(A)UCg(B) et Cg(AUB)=Cg(A)NCg(B).
4. SiACUE, avec E est fini, alors card(Cg(A)) = card(E) — card(A)

Preuve. 3.

r€CE(ANB) <= 1€ FEAx ¢ ANB<= 1€ FE Nxs€ ANB<=> 2 € EN(vr¢ AVz ¢ B)
< (r € ENnx ¢ A)V(r € ENx ¢ B) <= x € Cg(A) Vo € x € Cg(B) <=z €
Cg(A) U Cg(B) O

Différence et différence symétrique

Soient A, B € p(FE).

- On applelle la différence de A et B, notée AN B I’ensemble des x tels que z € Aet x ¢ B

Autrement dit, ANB ={x, z€ ANz ¢ B} = ANCg(B).
reAN\B<=zrcANr¢B<=rec ANz e Cg(B)<=zc ANCg(B).

- La différence symétrique A et B, notée AAB est définie par :

AAB ={z, z€ AUBANz ¢ ANB}.

AAB = (AUB)\(ANB) = AN\BUB\A = ANCg(B) UBNCg(A)
1.3 Applications

1.3.1 Deéfinitions

Définition 1.3.1 Soient E et Fdeux ensembles. On appelle application de E dans F, toute

correspondance [ entre les éléments de E et ceux de F qui a tout élément x € E fait corres-
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pondre un unique élément y € F' noté f(x).

— y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédant de y.

— On représente 'application f de F dans F' par f: F — F.

— L’enemble F est appelé ensemble de départ et F' I’ensemble d’arrivée de I'application f.

— Le graphe de f est 'ensemble des couples (z; f(x)).
— Notons que tout élément de F' n’est pas nécessairement I'image d’un élément de F.
Formellement, une correspondance f entre deux ensembles non vides est une application si

et seulement si :

Vr,o' e By (z=1) = (f(z) = f(2'))

Autrement dit :
Vee E; lye F o telque: y= f(x)

— On notera F'(E; F') 'ensemble des applications de £ dans F. (On trouve egalement la

notation F'F).

Exemple 1.3.1 e Soit £ un ensemble. L’application qui a chaque élément x de E associe

lui-méme est appelée application identique ou identité de E. On la note Idg.
Idg : E — FE, Vee E;  Idg(z) = x.

e Soient E, ' deux ensembles et a € F. Si tout élément x de E a pour image f(z) = a,

Uapplication est dite constante et égale a a.
f:E—F, Yzxek; f(z)=a

e Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A
dans E ou fonction indicatrice de A dans E la fonction de E dans {0;1} telle que :
flry=1sizecAet f(x)=0sixz¢ A

e L’application qui & chaque nombre réel x associe 0 est appelée application nulle.
f:E—F, VYzxek; f(x)=0.

e Soient n un entier positif et ag, ay,..., a, des réels, la fonction p : R — R qui & chaque

réel x, associe : p(x) = ag+ a1x + ... + a,z" est appelée une application (fonction) polynome.
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Définition 1.3.2 ( Egalité de deux applications)
On dit que deux applications f et g sont égales si :

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F.

2.Vx e B, f(zx)=g(x).

Définition 1.3.3 ( Somme de deuz applications et multiplication une application par un
scalaire)

Soient f, g: E — F deuz applications et X € k (k =RV C), alors

1. f+ g est une application telle que : Vee By (f+9)(x) = f(z)+ g(z).

2. Nf est une application telle que : Vee E;  (Af)(x) = Af(x).

Définition 1.3.4 (Composition des applications)
Soient f : E — F et g: F — G, on note g o f lapplication de E dans G définie par :

Vee E, (gof)(z)=g(f(z)).

Cette application est appelée composée des applications f et g.

Exemple 1.3.2 Etant données les applications

f:RL — Ry, VeeRy; fle)=2et g:Ry — R, VeeRy; g(z)=-%

alors

gof Ry —R, Yz eRy; (gof)(w) =g(f(2)) =g(;) =153 =57 et fog nlestpas

bien définie.

Proposition 1.3.1 1. Soient E, F, G et H quatre ensembles.
Pour toutes applications f : E — F,g: F — G eth: G — H, on a

(hog)of=ho(gof)
2.8 f:EFE— F, ona

foldg=f e Idpof=Ff
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1.3.2 Image directe, image réciproque

Définition 1.3.5 Soient f: E — F et ACE .

On appelle image de A par f, l’ensemble des images des éléments de A noté :

f(A) ={f(x), xeA}CF

Formellement on a :

SN TN
,rf f’}"‘:‘ ,.:{f" l'\\
Al o<t \
| Ay ..-"f_.-'l _‘_h‘#‘"“i y
’ 7,

y :h ""\-\,__H‘
N -’ J d
A
'11\\'\-\_.-""‘/ -...__.-"; r,ﬂ][__j_\:tk____f"l/
1 1 X
F F A

Définition 1.3.6 Soient f: ¥ — F et B C F.

On appelle image réciproque de B par f, 'ensemble des antécédents des éléments de B, noté
f'(By={xcE, f)eB}CE

Formellement on a :

VeeE, xe€ fYB)+ f(z)€B



1.3 Applications 21

.-"-‘-r'- || “ 1
\ A f
N ,.
(. / III\ b ;- ’ [~ ’
hY "'a.__..-‘,.-" 3 r T T _______/_,/
H"‘\.ﬂ___.r" xx_h___.-"" E -“R\\x‘_,l
T
1
E F SLHE)

Exemple 1.3.3 Soit l'application f définie de R dans R par : f(z) =2x+ 1, Vx € R.
Soient A ={1,2,4} et B={1,7}, alors f(A) ={3,5,9} et f~1(B)=1{0,3}.

Proposition 1.3.2 Soient f : E — F, A,A' C E et B,B' C F, alors
1. ACA = f(A)C f(4) et BC B = fYB)cC f4(B)

2. [(AUA) = f(A) U f(A)

3. f(ANA) C f(A )ﬂ (A’)

4. fTH(BUB)=fHB)U

5. fTHBNB)=f"B)N 1( )
0. [~ ([:FB>—[:Ef Y(B).
Remarque 1.3.1 Les ensembles Crf(A) et f(CpA) ne sont pas toujours comparables.
1.3.3 Injection, surjection, bijection

Soit f : E — F une application.

Définition 1.3.7 (Injectivité)

On dit que f est injective si tout élément de F' posséde au plus un antécédant. C’est-a-dire
que deux éléments distincts de E ne peuvent pas étre des antécédents d’un méme élément de

F, ce qui revient formellement a :

[ est injective <= Vz,2’' € E, (v # 1’ = f(z) # f(2))
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ou

[ est injective <= Vz,2’' € E, (f(z) = f(a') = z =2a')

Exemple 1.3.4 1. Soit l'application [ définie de R dans R par : f(x) = 2.
Pourx=-2 et x=2, ona: f(x)=f(x') =4, donc f n'est pas injective.
2. Soit Uapplication f définie de R dans R par : f(x) =2z + 1.

Ona :Vr,2' € R, f(x) = f(a)) =z =12'.

Donc f est injective.
Remarque 1.3.2 Toute application monotone injective.
Définition 1.3.8 (Surjectivité)

On dit que f est surjective si tout élément de F' posséde au moins un antécédant. Ce qui

revient formellement a :
f est surjective <= Yy € F, 3z € E; y = f(x)

Exemple 1.3.5 1. Soit 'application f définie de R dans R par : f(x) = 22
[ nest pas surjective car pour y = —1, Az € R tel que : x> = —1.

2. Si f est définie de R dans R, par : f(x) = 2,

[ est surjective car - Vy € Ry, dox = \/y € R tel que : f(x) = f(\/g) = .

Définition 1.3.9 (Bijectivité)
On dit que f est bijective si elle est injective et surjective. Formellement on a :
f est bijective <= Vy € F, Az € E; y= f(z)

L’existence du x vient de la surjectivité et ['unicité de linjectivité.

Autrement dit, tout élément de F' a un unique antécédent par f .
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L’application réciproque

Proposition 1.3.3 Une application f : E — F' est bijective si et seulement si il existe une

unique application g : F' — F telle que :
ng:IdF et gOfI[dE

Si f est bijective alors application g est unique et elle est aussi bijective. L’application g
s’appelle la bijection réciproque de f et elle est notée f L.

De plus
(fH7=r
Exemple 1.3.6 1. On considére l'application f : R — R telle que : f(x) = 2z + 1.
Pour montrer que f est bijective, on revient a examiner [’existence de solution de l’équation
y = f(x), pour tout y € R.
Soit y € R, alors

y = flo)<=y=22+1
= 2z=y-—-1
y—1
= ="
T
Donc f ~1 existe, elle est défine par : f ' : R — R telle que :
_y—1

Deplus foft=1Id e f lof=1d.

2. [ : R — R définie par f(x) = exp(z) est bijective, sa bijection réciproque est

g :RY — R définie par g(y) = In(y).

Nous avons bien : exp(In(y)) =y, pour tout y € R* et In(exp(x)) = x, pour tout x € R.

Proposition 1.3.4 Soient f: E — F et g: F — G, alors

1. (f injective ) N\ (g injective ) => (g o f injective ).

2. (f surjective ) N\ (g surjective ) = (g o f surjective ).

3. (f bijective ) A (g bijective ) => (g o f bijective) et sa bijection réciproque est

(gof) ' =fTlog™h
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1.4 Série d’exercices

Exercice 1 :

Soient P, () et R trois assertions logiques.

1. Donner la table de vérité de P = ().

2. Montrer que (P = Q) <= (P V Q). Déduire P = Q.
3. Montrer que [(P = Q) A (Q = R)] = (P = R).

Exercice 2 :

Indiquer parmi les propositions suivantes celles qui sont vraies et celles qui sont fausses :
(1) Ve eR; z* > —1.
(2) JreR; 2? <-—1.

(3) JreR; 2?2 —4r+3=0.
(4) Az eR; 22 —3x+2=0.

(5) Ve eR, YyeR: z+4+y=0.
(6) 3xeR, VyeR: xz+y=0.
(7) VeeR, JyeR: xz+y=0.
(8) dJxeR, IJyeR: xz+y=0.
- Nier les propositions 5, 6, 7, 8.

Exercice 3 :

Soient f une fonction de R — R.

Traduire en termes de quantificateurs les expressions suivantes, ainsi que leurs négations :
1. f est bornée.

2. [ est paire.

3. [ est croissante.

4. f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distincts.

Exercice 4 : (Types de raisonnements)

1) Montrer que Vn € Nx, 8@ + 1 est un carré.
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2) Soit n un entier. Enoncer et démontrer la contraposée de la proposition suivante :
Si n? est impair, alors n est impair.
3) On rappelle que V2 est un nombre irrationnel.
Démontrer que si a et b sont deux entiers relatifs tels que a + by/2 = 0, alors a = b = 0.
Exercice 5 :
Soit A ={{1,2,3},{4,5},{6,7,8}}.
Parmi les propositions suivantes déterminer celles qui sont vraies :
1)2€ A;2){1,2,3} € A; 3){4,5} C A; 4){{6,7,8}} C A; 5)De A; 6)0cCA.
Exercice 6 :
Soient A, B, C' trois parties d’'un ensemble F.
Montrer que :
1. AC B= B°C A~
2. (ANB)*=A°UB° et (AUB)*=A°NB°.
3. AN(AN\B)=ANB.
4. BU(A\B)=AUB.
Exercice 7 :
Soient A, B, C' trois parties d’'un ensemble FE.
On appelle différence symétrique de A et B, le sous ensemble AAB défini par :
AAB = (AU B)\(AN B).
1. Calculer ANA, AANE, ANA°, AND .
2. Montrer que :
a. AAB = (AN B) U (B\A).
b. (AAB)NC = (ANC)A(BNC).
Exercice 8 :
On consideére les ensembles des parties P(G) et P(H) ou G et H sont deux parties de E.
1. Montrer que P(GNH)=P(G)NP(H) .
2. A-t-on P(GUH)=P(G)UP(H)?
3. On considére un autre ensemble F. Etablir que :
a. ( GUH)xF=(GxF)U(HXxF).
b. (GNH)x F=(GxF)N(H xF).
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Exercice 9 :

Pour chacun des cas suivants, dire si 'application f est bien définie, si oui, f est-elle
injective 7 surjective 7 bijective ?

1) f:{0,1,2} — {1,8,—1,24} telle que f(0) = —1, f(1) =24, f(2) =

2) f: N — N définie par : Vn € N, f(n) =n+ 1.

3) f:Z — Z définie par : Vn € Z, f(n) = —n.

Exercice 10 :

Soient E et F' deux ensembles. Soient A, B deux parties de E et M, N deux parties de F.
f+ E — F une application.
Montrer que :

1) ACB= f(A)C f(B)et M C N= fYM)cC f(N).
2) f(AUB) = f(A)U f(B).
3) f(ANB) C f(A)N f(B), donner un exemple montrant que f(AN B) # f(A) N f(B).
4) fTHMNN) = f7HM) N fHN).

5) fTHCrN) = Crf(N).

Exercice 11 :

Soient f et g deux applications de R — R définies par : f(z) =22+ 2 et g(z) =2 —z.

1) Trouver g(1), g({1}), /' ({0}), f([=1.1]), f*(]0, +o0).

2) Montrer que g admet une application réciproque que 'on calculera.
3) A-t-ongo f=fog ?

Exercice 12 :

Soient les deux applications suivantes f : R?> — R et g : R — R? définies par :
flr,y) =y et g(a) = (2,2?)

1) Etudier U'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de g et de f .

2) Trouver go f et fog.

3) Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de g o f et de f og.



Chapitre 2

Structures algébriques

2.1 Loi de composition interne

Définition 2.1.1 On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un ensemble E, toute

application x : £ x E — FE. L’ensemble E est dit stable par rapport a la loi * si
Ve,ye E, zxy€eFE

Exemple 2.1.1 1. La multiplication et l’addition sont des Ici sur N, Z, Q, R et C.
2. Soit A un ensemble et E = p(A), alors intersection et la réunion d’ensembles sont deux

lois de compositions internes dans E car : VX, Y € p(A), (XNY)CA et (XUY)C A.

3. Si G est un ensemble, sur E = F(G;G), la composition des applications définit une lci.
4. La soustraction 7 —7 n’est pas une loi de composition interne dans N car : si 2,3 € N,

2-3¢N.

Définition 2.1.2 (Propriétés d’une lci)
Soit x une lci sur un ensemble E. On dit que *est :
commutative si et seulement st Vr,y € K, v xy =1y * .

associative si et seulement si Vr,y,z € B, x % (y*z) = (x *xy) * 2.

Exemple 2.1.2 1. Les loies usuelles ” +7 et 7 X7 sont commutatives et associatives sur

N, Z, Q, R et C.
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2. Soit A un ensemble et E = p(A), alors” 0”7 et 7 U” sont commutatives et associatives
sur F.

3. Soit G est un ensemble, sur E = F(G;G),” o” nest pas commutative (go f # f o g).

Définition 2.1.3 (Elément neutre)

Soit E un ensemble muni d’une une lci x. Soit e € E.

"e” est un élément neutre & gauche (respectivement & droite) de la loi * si Yr € E,exx = x
(respectivement x x e = x)

Si e est un élément neutre a droite et & gauche de x on dit que e est un élément neutre de *.

Définition 2.1.4 (Elément symétrique)

Soit x une lci sur un ensemble E admettant un élément neutre e. On dit qu’un élément x € E
est inversible, ou symétrisable, & droite (respectivement & gauche ) de x si

dxr € E, xx12' = e (respectivement x' x x = e) et ' est dit un inverse (ou un symétrique)
droite (respectivement & gauche ) de x.

S’il existe ' € E tel que : x'x © = xx 2’ = e , on dit que x est inversible (ou symétrisable)

et ' est dit un inverse (ou un symétrique) de x par rapport @ *.

Exemple 2.1.3 1. 70" (resp ”17) est [’élément neutre de N, Z, Q, R et C par rapport a
T4+ (resp 7 x 7).

2. Soit A un ensemble et E = p(A), alors 0 est l’élément neutre de ” U” et A est ’élément
neutre de” N”.

3.7 —x” est I’élément symétrique de x sur Z,Q,R et C par rapport a” +7.

W

4. ”%” est [’élément symétrique de x sur R* et C* par rapport a7 X

Remarque 2.1.1 1. St % posséde un élément neutre, alors il est unique.

2. Soit x une lci dans E, associative et admettant un élément neutre e. St un élément v € £
admet z1 un inverse (ou symétrique) a droite et x4 un inverse (ou symétrique) & gauche, alors
x1 et o sont identiques. On déduit que l’associativité de la lov assure l'unicité du symétrique

d’un élément s’il existe.
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2.2 Structure de groupe

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1 On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’une loi de composition
interne x telle que :

1. % est associative ;

2. x posséde un élément neutre e ;

3. Tout élément de E est symétrisable.

Si de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif, ou groupe Abélien.

Exemple 2.2.1 1. (Z,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs.
2. (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs.

3. (N, +) n’est pas un groupe.

4. On définit la loi * sur R — {1} par :

Ve,ye R—{1}, zxy=x+y—2xy

(R — {1}, %) est un groupe commutatif car :

a). Loi de composition interne :

% est une loi de composition interne dans R — {1} ssi Vo,y e R— {1}, z*xy e —{1} ie:
(x#1Ny#1)=zxxy=x+y—zy # 1L

On suppose que x # 1 et y#1 maisx+y—xy=1.
r+y—y=l<=ar-1+y—ry=0<=(z-1)1-y)=0=(r=1)V(y=1)
contradiction, donc siVx,y € R— {1}, alors x xy € R —{1}.

b). Commutativité :

% est commutative car :Vr,y e R — {1}, sxy=cx4+y—ay=y+z—yr=y=*zx.

c). Associativité :
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% est associative ssi :Vr,y,z € R—{1}, (v*xy)*z=u1zx*(yx*z2).

(xxy)xz = (z+y—zy)*z
= (e+y—ay)+z—(x+y—ay)z
= r+y—ry+z—r2—Yz+ Y2
= v+ y+z—yz)—aly+z—yz)
= xx(y+z2—y2)
= xx*(y*2).
d) . L’élément neutre :
gleGR—{l},VxER—{l}; r¥e=2x
r*e = x<=rte—re==x
<~ e(l—2)=0
= e=0 (x#1)

e). L’élément symétrique :
?

VieR—{1}, 3’ e R—{1}; zx2' =0

rxxr = O0<=zx+2 —zx1=0
—z

— ' = eR—{1

T =T {1}

2.2.2 Sous groupes

Définition 2.2.2 Soient (G, *) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous
groupe de G ssi

l.eec H (H#0).

2.Vr,ye Hyxxye H .

3. Vee H, z'e H.

Remarque 2.2.1 Un critére pratique et plus rapide pour prouver que H est un sous-groupe
de G est :
— H contient au moins un élément (élément neutre).

— Pour tout v,y € Hyxxy ' € H.
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Exemple 2.2.2 1). (Z,+) et (Q,+) sont des sous groupes de (R, +) .

2). (R%, x) est un sous groupe de (R*, x).

3). Soit (G, *) un groupe non commutatif.

Soit C(G)={a€G;, zxa=axxz, Yre& G}(centre dun groupe) .

Le centre C(G) est un sous groupe de (G, *).

4). Soient a € C* et H = {a", n €Z} est un sous groupe de (C*, x).

a). 1€ Hcar In=1€7;1=a'.

b). Soient z1, 20 € H; est-ce que z1,29 € H?

Comme 21,29 € H, alors Iny € Z tel que : zy = a™ et dny € 7Z tel que : z9 = a™
21 X 29 = a™ X a™? = g2

Donc, z1 X zo € H car dny +ny € Z tel que : 2z X 29 = a™ "2,

c). Soit z € H; In € Z tel que : z =a", alors z~* =a™"

Donc, 2 '€ H car3—ne€Ztel que : z7 ' =a™"
Opérations sur les sous groupes

Proposition 2.2.1 Soient H et K deux sous groupes de (G, %), alors
1. H NK est un sous groupe de (G, *).
2. En général, H UK n’est pas forcément un sous groupe de (G, *).

Preuve.

ec HNK
Ve,yc HNK; xxy 'ec HNK
a)ec HNK car:e€ HNe€ K (H et K deux sous groupes de (G, %) ).

, .. JxeHANreK
b) On a : x,yEHﬂK,cest—a—dWe.{ yeHAyeK "

1. H NK est un sous groupe de (G, %) ssi : {

Comme H et K sont deux sous groupes de (G, %), on obtient : zxy '€ HAxxy ' e K.

Donc, zxy~ ' € HN K.

2. Soit le contre exemple suivant :

Soient (Z,+) un groupe et (nZ,+) les sous groupes de (Z,+), avec n € N.
nZ = {na, a €7} et soient H =27 =1{2a, a€Z} et K =37 =1{3a, a€Z}.
Alors H UK ={2a, 3a; a€Z}.

St, on prend par exemple :

2c¢ H et3e€ K, alors 2€¢ HUK et 3€ HUK mais2+3¢ H UK.
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Donc 27 U 3Z n’est pas un sous groupe de (Z,+). [l

2.3 Structure d’anneaux et sous anneaux
2.3.1 Anneaux

Définition 2.3.1 On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition
internes + et o telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 l’élément neutre de +),

2. e est associative ;

Ve,y,z € A, (rey)ez=zxe(yez).
3. o distributive a droite et a gauche par rapport a + ;
Ve,y,z € A, zo(y+z)=xeyt+zez e (y+z)ex=yer+zex
4.7 &7 admet un élément neutre noté 1,
Jp,Vr € A; voly=1400=2x
Si de plus e est commutative, on dit que (A, +,e) est un anneau commutatif.

Remarque 2.3.1 1). (A,+) étant un groupe, alors tous les éléments de A sont symétrisables
et on convient de noter —z le symétrique d’un élément x € A.
2). Dans un tel anneau, on dit qu’un élément est inversible s’il l’est par rapport o la deuxiéme

loi ®. L’inverse d’un élément x € A est noté z—*.

Exemple 2.3.1 (Z,+, x), (Q,+, x) , (R, +, x) et (C,+, x) sont des anneauzr commutatifs.

Régles de Calcul dans un Anneau

Soit (A, 4, e) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :
Pour tous z,y et z € A,

1.0Opez=zx004 =04

2.z0(-y)=(-z)ey=—(rey)

3.xe(y—z)
4. (y—=z)ex

(roy)— (ze2)
(yex)— (zo01)
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2.3.2 Sous anneaux

Définition 2.3.2 Soient (A, +,e) un anneau et H sous ensemble de A (H C A), on dit que

(H,+,e) est un sous anneau de (A,+,e) si et seulement si :
1). (A,+) est un sous groupe de (A, +).

2). e est stable dans H ; Vx,y € H, x ey € H .

3). 14 € H.

Exemple 2.3.2 (Z,+, x) est un sous anneau de (R, 4+, x).

2.4 Corps

Définition 2.4.1 On dit (K, +,e) est un corps si et seulement si :
1). (K, +,e) est un anneau.

2). Tout élément non nul de K est inversible ;

Vee K—{0},3z2€ K —{0}; vex '=a'lex=1,
St de plus e est commutative, on dit que K est un corps commutatif.
Remarque 2.4.1 Tout corps est un anneau.

Exemple 2.4.1 1). (R,+, x) et (C,+, x) sont des corps commutatifs.

2). (Z,+,x) n'est pas un corps car : il existe des éléments non nuls de Z qui ne sont pas

tnversibles comme par exemple 3.

3). (k[X], +, X) est un anneau commutatif mais il n’est pas un corps.

Exercise 1 Soient @ et ® deux lois de composition internes dans R? définies par :

V(z1,11), (22,2) € R? (21, 41) D (22, y2) = (21 4 22,31 + 1),

(x1,91) @ (22, y2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

Montrer que (R, @, ®) est un corps commutatif.

Solution :
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1. (R, @) est un groupe abélien

a). & est commutative
V(@1,91), (22, 92) € R?;
b). @ est associaive, Y(x1,11), (w2, y2), (T3,Y3)

(1, y1) ® [(x2,92) ® (23,93)] =

c). Elément neutre
Je = (0,0) € R%, V(z1,11) € R?;

d). Elément symétrique

V(z1, ) € R, 3e = —(z1,51) =

2). ® est associative ;

(@1,91) © [(22,92) © (23, 43)] = (21,91) ®

(

(
(21, 91) ® (22,92)] ® (w3,93) = (2272 —

(2120 —

(

X1, yl)
De plus ® est commutative; V(x1,y1), (T2,Y2)

(21,91)® (72, 92) =

(331791) ©® <I2, 1/2) =

(z1,91) ® (0,0) =

(—z1,—1) € R

le, y1)> (372, Y2), (w3, ys) €

Y1y2) T3 — (T1Y2 + T211)ys, (172 —

c RQ.

(172 —Y1Y2, T1Y2 +T2y1) =

(T2 + 21,92 +y1) = (T2, 2) © (T1,11)

€ R?;

(21,91) ® [(z2 + T3, Y2 + y3)]
(21 + (22 + 23), 1 + (Y2 + ¥3))
(w1 + 22) + 23), (Y1 + Y2) + Y3)
(T1 4+ 22, y1 + y2) D (23, Y3)

[(71,91) © (22, 92)] © (3,3)

(21 4+ 0,51 +0) = (21,91)

(71, y1)® (=21, —11) = (1+(=21), y1+(=v1)) = (0,0)

RQ'

?

(w23 — Yous, T2ys + T3Y2)
o1 (2223 — Youys) — y1(T2ys + T3Y2), 1 (T2y3 + 3y2) + y1(T223 — Y2y3))

Y1Y2, T1Y2 + T2y1) ® (23, Y3)

Y11y2)ys + (T1Y2 + T2y1)T3)

(22, y2) @ (73,y3)]

’

(221 — Yoy, Y1T2+y2w1) = (T2,y2) R (21, 91)
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3). ® distributive a droite ou & gauche (® commutative) par rapport & & ; V(x1,y1), (T2,Y2), (3, y3) €
RQ.

’

(z1,91) ® [(72,92) @ (x3,93)] = (21,91) @ (22 + 73,92 + ¥3)

r1(72 + 23) — y1(Y2 + y3), 21(y2 + y3) + yi(z2 + 3))

(
(

[ (@1,01) ® (22, 92)] © [ w1,91) @ (73,93)] = (w122 — Y1y2, T1y2 + Tan) B (2123 — Y1ys, T1Ys + T3Y1)
((z122 — y1y2) + (123 — Y1y3) , (T1Y2 + 2291) + (213 + 23y,
(

T1,Y1) @ [(T2, y2) ® (73,3)]
4) Elément neutre par rapport ¢ @

3¢’ = (1,0) € R:, V(21 11) € R (21,11) @ (1,0) = (z1.1 — 1.0, 21.0 + 91.1) = (21, y1)
5). Elément symétrique par rapport 4 &

V(z1,51) € R* = {(0,0)}, 3(ay ",y ") € R = {(0,0)}; (w1,90) ® (27", 977) = (1,0)

(zr,9) © (2L ') = (1,0) <= (zazy —wyy oy + a7 yn) = (0,0)
nry =yt =1
{ 9E’1y1_1 + xl_lyl =0
. {xli—xﬂ/ e R—-{0}
Yy = e R—{0}

2+y2

Done, (R?, &, ®) est un corps commutatif.



2.5 Série d’exercices

36

2.5 Série d’exercices
Exercice 1 :

On munit |—1,1[ de la loi % définie par :

T +y

Ve,ye |—-1,1]; zxy =
z,y €| [; xxy T

Montrer que (]—1,1[, %) est un groupe commutatif.

Exercice 2 :

Soit (G, *) un groupe abélien (on note e le neutre et a le symétrique de a).
Soit « un élément de G, différent de e.

On définit une loi T en posant :

Va,b € G, aTb=axbxa.

Montrer que (G, T) est un groupe abélien.

Exercice 3 :

On appelle centre d’un groupe (G, %) non commutatif, la partie C' de G définie par

C={reG: VyeG,rxy=yx*x}

1) Montrer que C' est un sous-groupe de (G, *).
2) Que devient C' si (G, *) est commutatif ?

Exercice 4 :

Soient v € Cet H ={a+vb: a,beZ}.
-Montrer que H est un sous groupe de (C, +).

Exercice 5 :

On définit sur Z? deux lois de compositions internes notées + et x par:

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d) et (a,b)*(c,d) = (ac,ad + bc)
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1) Montrer que (Z?, +, *) est un anneau commutatif.

1) Montrer que A = {(a,0); a € Z} est un sous-anneau de (Z?2, +, ).

Exercice 6 :

On considére sur R les deux lois de compositions internes suivantes :

rPy=c+y—1 et TR®Y=x+y—1Y.

Avec la loi @ est associative et commutative.
(R, ®, ®) est-il un anneau commutatif ?
Exercice 7 :

Pour a,b € R, on pose

alb=a+b-—1 et axb=ab—a—b+2

-Montrer que (R, T, %) est un corps.



Chapitre 3

Anneau des polyndémes

3.1 Définitions

Dans tout ce chapitre k désignera I'un des corps R ou C.

Définition 3.1.1 Un polynome a coefficients dans k est une expression de la forme
P(X)=a, X"+ a1 X" '+ ..+ axX? + a1 X + ao,

avecn € N et ag,aq,...,a, € k.

L’ensemble des polynomes est noté k[ X].

— Les a; sont appelés les coef ficients du polynome.

— Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynome nul, il est noté 0.

— On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; # 0, on le note deg P.

Pour le degré du polynéome nul on pose par convention deg(0) = —oo.

— Un polynome de la forme P = ay avec ag € k est appelé un polynome constant. Si ag # 0,

son degré est 0.

Exemple 3.1.1 1) X*+2X? — 1 est un polynome de degré 4.
2) X"+ X est un polynome de degré n.

3) —2 est un polynéme constant, de degré 0.

Définition 3.1.2 — Les polynomes comportant un seul terme non nul (du type axX*) sont

appelés monomes.
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~ Soit P = a, X" + a1 X" 1+ ...+ a1 X + ag, un polynéme avec a, # 0.
On appelle terme dominant le monome a, X".
Le coefficient a,, est appelé le coef ficient dominant de P.

— Si le coefficient dominant est 1, on dit que P est un polynome unitaire.

Exemple 3.1.2
PX)= (X -1DX"+X" '+ . . +X+1).

On développe cette expression :

P(X) est donc un polynéme de degré n + 1, il est unitaire et est somme de deuz monémes :

X+l oot —1.

3.2 Opérations sur les polynémes :

— Egalité :
Soient P = a, X" + a1 X" P+ ..+ a1 X +apget Q =0, X" +b, 1 X"+ ..+ X + b
deux polyndémes a coefficients dans k.
P = (@ ssi a; = b; pour tout 7, et on dit que P et () sont égaux.
— Addition :
Soient P = a, X"+ ap 1 X" '+ ..+ a1 X +aget Q =0, X" +b, 1 X" '+ ...+ 0 X +by. On
définit : P+ Q = (an + b)) X™ + (ap_1 + by 1) X1 + (a1 + b1) X + (ag + bo).
— Multiplication :
Soient P = ap X" + ap 1 X" P4+ ..+ a1 X +aget Q = by, X™ + b1 X™ 4+ 4+ b1 X + b
On définit : PxQ =, X"+ X1+ ... +c1X + ¢,
avec r =n+m, ¢ = Z a;b; pour k € {0,...,r}.
— Multiplication par uI;Z(::;laire :

Si A € k alors AP est le polynome dont le i-éme coefficient est Aa;.

Exemple 3.2.1 - Soient P = aX? +bX%2 +cX +d et Q = aX?+ BX + 7.
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Alors P+ Q =aX?®+ (b+a)X? + (c+ B)X + (d+7), P x Q = (aa)X® + (af + ba) X* +
(ay + 0B + ca) X3 + (by + B + da) X% + (¢y + dB)X + dvy . Enfin P = Q si et seulement si
a=0,b=a,c=0etd=r.

— La multiplication par un scalaire \.P équivaut a multiplier le polynome constant A par le

polynome P. L’addition et la multiplication se comportent sans probléme.

Proposition 3.2.1 Pour P,Q, R € k[X] alors

e0+P=P, P+Q=Q+P, (P+Q)+R= P+ (Q+R).
el P=P PxQ=QxP (PxQ)xR= Px(QxR).
e Px(Q+R)=PxQ+PxR.

Done, (k[X],+, X) est un anneau commutatif.

Proposition 3.2.2 Soient P et ) deux polynomes a coefficients dans k.

o deg(P x Q) = deg P+ deg Q.

e deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).

On note R,[X]| ={P € R[X]; degP <n}.SiPQ € R,[X] alors P+ Q € R,[X].

3.3 Arithmétique des polyndmes :

3.3.1 Division euclidienne (ou suivant les puissances décroissantes)

Définition 3.3.1 Soient A, B € k[X]|, on dit que B divise A s’il existe Q € k[X] tel que
A = BQ. On note alors B | A.
On dit aussi que A est multiple de B ou que A est divisible par B.

Proposition 3.3.1 Soient A, B,C € k[X]

1. Si A| B et B | A, alors il existe A € k* tel que A = \B.
2.5 A|BetB|C alors A|C.

3.51C|AetC| B alors C | pged(A, B).

Théoréme 3.3.1 (Division euclidienne des polynémes).
Soient A, B € k[X], avec B # 0, alors il existe un unique polynoéme @ et il existe un unique

polynome R tels que :
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A=BQ+ R et deg R < deg B.

Q est appelé le quotient et R le reste et cette écriture est la division euclidienne de A par
B. Notez que la condition deg R < deg B signifie R =0 ou bien 0 < deg R < deg B.

Enfin R =0 si et seulement si B | A.

Exemple 3.3.1 On pose une division de polynomes comme on pose une division euclidienne
de deux entiers. Par exemple si A =2X*— X2 -2X?+3X —1etB=X?>-—X+1.

Alors on trouve Q = 2X%2+X —3 et R = —X +2. On n'oublie pas de vérifier qu’effectivement
A= BQ@Q+R.

Exemple 3.3.2 Pour X* — 3X3 + X + 1 divisé par X2 + 2 on trouve un quotient égal a
X?% —3X — 2 et un reste égale o 7X + 5.

3.3.2 Division suivant les puissances croissantes

Théoréme 3.3.2 Soient A, B deux polynomes de degrés respectivement n et p sur k et soit
h € N*. Il existe un couple unique de polynomes (Q, R) € k[X]?, tel que :
A(X) = B(X)Q(X) + X" R(X) avec  deg@Q < h, si Q#0.

Exemple 3.3.3 La division suivant les puissances croissantes de A(X) = 2—3X+4X%-5X3
par B(X) =1—X — X2 pour h = 3 s’écrit A(X)=B(X)(2—- X +5X* - X*)+X* (4 - X)
N——

Q(X) a Uordre 8 Reste

3.3.3 PGCD, Algorithme d’Euclide

Proposition 3.3.2 Soient A, B € k| X], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique polynome
unitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et B.

Cet unique polynome est appelé le pged (plus grand commun diviseur) de A et B que l'on
note pged(A, B).

Soient A et B des polynomes, B # 0.
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On calcule les divisions euclidiennes successives,

= BQi+ R, et degR; <degB
= Ri1Qs+ Ry et deg Ry < deg R,
Ry = RyQ3+ Rs et deg R3 < deg R»

R,_o = kale + Ry, et deg R, < deg R

Ri_1 = RipQi+

Le degré du reste diminue a chaque division.

On arréte ’algorithme lorsque le reste est nul. Le pged est le dernier reste non nul Ry, .

Exemple 3.3.4 Calculons le pged de A = X* —1 et B = X3 — 1. On applique ’algorithme
d’Fuclide :
Xt —1=(X*-1)x X+ X—1

XPl=X-Dx(X>?+X+1)+0

Le pged est le dernier reste non nul, donc pged(X?* —1,X3 —1) =X — 1.

Exemple 3.3.5 Calculons le pged de A = X?+ X4 4+2X3+ X2+ X+2et B=X*+2X3+
X2 —4.

X4+ X' 42X+ X2+ X +2=(X"+2X° + X2 —4) x (X — 1) +3X* +2X* +5X — 2
X4+2X3+X2—4:(3X3+2X2+5X—2)><%(3X+4)—%(X2+ X +2)
3X34+2X? 45X —2=(X?+X+2)x (3X —1)+0

Ainsi pged(A, B) = X%+ X + 2.

Définition 3.3.2 Soient A, B € k[X]|. On dit que A et B sont premiers entre eur $i
pged(A, B) = 1.
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3.3.4 Théoréme de Bézout et théoréme de Gauss

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de Bézout)
Soient A, B € k[X] des polynomes avec A # 0 ou B # 0. On note D = pged(A, B). Il existe
deuz polynomes U,V € k[X] tels que : AU + BV = D.

Exemple 3.3.6 Nous avons calculé pged(X* —1,X% —1) = X — 1.

Nous remontons l’algorithme d’Euclide, ici il n’y avait qu’une ligne :
X'—1=(X’-1)x X+ X -1,
pour en déduire X —1 = (X*—1)x1+(X3—=1)x (=X). DoncU =1 etV = —X conviennent.

Exemple 3.3.7 Pour A = X? + X* +2X3 + X? 4+ X +2et B=X*+2X34+ X2 -4
nous avons trouvé D = pged(A, B) = X2+ X + 2. En partant de 'avant derniére ligne de

lalgorithme d’Fuclide on a :

1 14
B=(3X*+2X?+5X —2) x 5(3X+4)—§D,

donc

14 1
-5 P=8- (3X% +2X? +5X —2) x §(3)( + 4).

La ligne au-dessus dans ’algorithme d’Fuclide était :
A=Bx (X -1)+3X?*+2X? +5X — 2.

On substitue le reste pour obtenir :

_%D:B—(A—Bx(X—l))Xé(3X+4)-

On en déduit

14 1 1

En posant U = (83X +4) et V = —5(9+ (X —1)(3X +4)) = —4(3X*+ X +5), on trouve :
AU + BV = D.

Le corollaire suivant s’appelle aussi le théoréme de Bézout.
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Corollaire 3.3.1 Soient A et B deux polynomes. A et B sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe deux polynomes U et V tels que : AU + BV = 1.
Comme conséquence, on obtient le théoréme de Gauss qui affirme que

Soient A, B € k[X]. Si A| BC et pged(A,B) =1 alors A| C.

3.4 Racines d’un polynéme

Définition 3.4.1 Soit P = a, X" + a, 1 X" ' + ... + a1 X + ap € k[X]|. Pour un élément
x € k, on note P(z) = a,a™ + Ap 12" . a1z +ag. On associe ainsi au polynome P une

fonction polynome (que l'on note encore P)
P:K — Kz — P()=a,2" + a,_12" '+ ... + a17 + ao.

Définition 3.4.2 Soit P € k[X]| et o € k. On dit que « est une racine (ou un zéro) de P
si P(a) = 0.
Pla)=0& X —a divise P

Preuve.

Lorsque 'on écrit la division euclidienne de P par X — « on obtient P = Q.(X — ) + R ou
R est une constante car deg R < deg(X — «a) = 1.

Donc P(a)=0< R(a) & R=0< X —a| P. O

Définition 3.4.3 Soit k € N*. On dit que « est une racine de multiplicité k de P si (X —a)*

k+1

divise P alors que (X — «)""" ne divise pas P. Lorsque k =1 on parle d’une racine simple,

lorsque k = 2 d’une racine double, etc. On dit aussi que o est une racine d ordre k.

Proposition 3.4.1 [l y a équivalence entre :

(i) o est une racine de multiplicité k de P.

(ii) 1l existe Q € k[X] tel que P = (X — a)*Q, avec Q(a) # 0.
(iii) P(a) = P'(a) = ... = P*(a) =0 et P®)(a) £ 0.
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3.4.1 Théoréme de d’Alembert-Gauss

Théoréme 3.4.1 (Théoréme de d’Alembert-Gauss).
Tout polynéme a coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il

admet exactement n racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Exemple 3.4.1 Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polynome de degré 2 a coefficients réels :
a,b,c e R eta#0.

- Si /A =b%—4ac > 0 alors P admet 2 racines réelles distinctes

—b—/AN —b+/D
5 et 5 .
a a

—b—i/A —b+ivA
3 et .
a 2

- 51 A <0 alors P admet 2 racines complexes distinctes n

- 81t A =0 alors P admet une racine réelle double 5—;
En tenant compte des multiplicités on a donc toujours exactement 2 racines.

Pour les autres corps que les nombres complexes nous avons le résultat plus faible suivant :
Théoréme 3.4.2 Soit P € k[X]| de degré n > 1. Alors P admet au plus n racines dans k.

Exemple 3.4.2 P(X)=3X3-2X?%+6X —4. Considéré comme un polynéme a coefficients

dans Q ou R, P n’a qu’une seule racine (qui est simple) o = % et il se décompose en
P(X) =3(X —2)(X?+2). Si on considére maintenant P comme un polynome a coefficients

dans C alors P(X) =3(X — 2)(X —iVv2)(X +iV2) et admet 3 racines simples.

3.5 Polynémes irréductibles

Définition 3.5.1 Soit P € k[X] un polynome de degré > 1, on dit que P est irréductible si
pour tout Q € k[X]| divisant P, alors, soit Q) € k*, il existe A € k* tel que QQ = AP.

Remarque 3.5.1 — Un polynome wrréductible P est donc un polynéme non constant dont les
seuls diviseurs de P sont les constantes ou P lui-méme (& une constante multiplicative prés).
— La notion de polynome irréductible pour 'arithmétique de k[X| correspond a la notion de
nombre premier pour l’arithmétique de 7.

— Dans le cas contraire, on dit que P est réductible ; il existe alors des polynomes A, B de

k[X] tels que P = AB, avec deg A > 1 et deg B > 1.
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Exemple 3.5.1 1) Tous les polynémes de degré 1 sont irréductibles. Par conséquent il y a
une infinité de polynomes irréductibles.

2) X2 —1= (X —1)(X +1) € R[X] est réductible.

8) X2+ 1= (X —1i)(X +1) est réductible dans C[X]| mais est irréductible dans R[X].

4) X% —2 = (X — V2)(X +V?2) est réductible dans R[X]| mais est irréductible dans Q[X].

Proposition 3.5.1 (Lemme d’Euclide)
Soit P € k[X]| un polynome irréductible et soient A, B € k[X]. Si P | AB alors P | A ou
P|B.

Preuve. Si P ne divise pas A alors pged(P, A) = 1 car P est irréductible. Donc, par le
lemme de Gauss, P divise B. O

3.6 Factorisation dans C[X] et R[X]

Théoréme 3.6.1 Tout polynome non constant A € k[X] s’écrit comme un produit de poly-

nomes irréductibles unitaires :

A= \PP P2 .. Pr

ou XN € k*, r e N*, k; € N* et les P; sont des polynémes irréductibles distincts. De plus cette

décomposition est unique & l’ordre prés des facteurs.

Théoréme 3.6.2 Les polynomes irréductibles de C[X| sont les polynoémes de degré 1.

Donc pour P € C[X] de degré n > 1 la factorisation s’écrit
P =X —a)"(X —ag)..(X — a,)k,
ol Qq, g, ...t Sont les racines distinctes de P et ky, ko, ...k, sont leurs multiplicités.

Théoréme 3.6.3 Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 ainsi
que les polynomes de degré 2 ayant un discriminant /A < 0.

Soit P € C[X] de degré n > 1. Alors la factorisation s’écrit
P X — (X — o) (X — 0@

ot les o, sont exactement les racines réelles distinctes de multiplicité k; et les (QQ; sont des

polynomes irréductibles de degré 2 : Q; = X? + B; X + 7, avec A = ﬁf — 47, < 0.
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Exemple 3.6.1 P(X)=2X*X —1)3(X?+1)*(X?2+ X +1) est déja décomposé en facteurs
irréductibles dans R[X] alors que sa décomposition dans C[X] est

P(X) = 2X4(X — 13 (X = (X +i)*(X = j)(X = j2) ot j = e 5 = =8,

Exemple 3.6.2 Soit P(X) = X4+ 1.
~ Sur C. On peut d’abord décomposer P(X) = (X?+1)(X? —1). Les racines de P sont donc

les racines carrées complexes de i et —i. Ainsi P se factorise dans C[X] :

PX) = (X - \/75(1 +1)(X + \/75(1 +1)(X — \/75(1 —))(X + \/75(1 —1)).

— Sur R. Pour un polynéme a coefficient réels, si o est une racine alors a aussi. Dans
la décomposition ci-dessus on regroupe les facteurs ayant des racines conjuguées, cela doit

conduire & un polynome réel :

V2 V2 V2 V2
2

POY) = |(X = 22+ )(X - )+ 0 -1),

X
2 (X

(1 - i))]

qui est la factorisation dans R[X].

3.7 Série d’exercices

Exercice 1 :

Effectuer les divisions euclidiennes de

X*— X34+ X -2 par X2-2X+4

3X° 42X — X241 par X34+ X 42

3X° +4X%+1 par X2 +2X +3

Exercice 2 :

Effectuer la division selon les puissances croissantes de :

X4+ X3 —-2X 41 par X?+ X +1 alordre 2
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X6 —2Xt4+ X341 par X+ X241 alordre 4

Exercice 3 :

Pour n € N, montrer que le pélynome

nX" — (n+1)X"+1

est divisible par (X — 1)2.

Exercice 4 :

1. Déterminer a, et b, pour que A, = a,X,;1 + b, X" + 1 soit divisible par B = (X — 1)%.
2. Former alors le quotient (),, dans la division de A,, par B.

Exercice 5 :

Calculer le pged D des polynémes A et B d e nis ci-dessous. Trouver des polynoéomes U et

V tels que D = AU + BV .

A=X°+3X*+2X> - X?2-3X -2 e B=X*+2X>+2X?+7X +6.

A=X"43X*+ X? + X2 43X +1 e B=X*+2X3+ X +2.

A=X0_—2X54+92X%-3X3+3X?2-2X et B=X*—2X>+X?>—- X +1.

Exercice 6 :
Quels sont, parmi les polynémes suivants, ceux qui sont irréductibles sur R et C :

1. X +2.

2. X2 —4X + 3.
3. X2+ 1.
4. X3 —1.

5. X121



Chapitre 4

Fractions rationnelles

4.1 Deéfinitions

Définition 4.1.1 On appelle fraction rationnelle (a coefficients dans k ) le quotient g ot
P,Q € k[X]| sont deux polynomes et ) # 0.

Toute fraction rationnelle se décompose comme une somme de fractions rationnelles élémen-
taires que l’on appelle des «éléments simples». Mais les éléments simples sont différents sur

C ou sur R.

Définition 4.1.2 Soit la fraction rationnelle F(X) = % . On dira que o est un pole de

F si « est une racine du polynome Q).

Exemple 4.1.1 1). Soit

2X +1
FX)= ————
(X) X34+3X + X’
0 est un pdle de F.
2). Soit le polynome suivant
X?+x+1
G(X)=
(X) (X +1)3

—1 est un pole de G(X).
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4.2 Décomposition en éléments simples dans C[X]

Théoréme 4.2.1 Soit g une fraction rationnelle avec P,Q € C[X], pged(P,Q) = 1 «On
doit rendre la fraction irréductible» et Q(X) = (X — ay)" (X — ap)*...(X — «a, ). Alors il

existe une et une seule écriture :

g =B+ % il’;l)kl tx _az)kl_l +o (Xal_’k;1> X iQ’;?)kQ +o —(Xaz_’kzg) ¥ ..
Le polynome E  s’appelle la partie polynomiale (0w partie entiére).
Les termes ﬁ sont les éléments simples sur C.
Exemple 4.2.1 Vérifier que
1 a b 1. 1.
X2+1:X+z'+X—z' avec a=—i, b=—=1
Vérifier que
X4—8X2+9X—7:X+1+ -1 .2 -1
(X —2)2(X +3) (X—-22 X-2 X+3

Comment se calcule cette décomposition ¢ En général on commence par déterminer la partie
polynomiale.
Tout d’abord si deg ) > deg P alors E(X) = 0. Sideg P > deg Q) alors effectuons la division
euclidienne de P par Q) :

P=Q-E+R

donc

P R
— =F+— ou degR < degQ.
Q@ Q

La partie polynomiale est donc le quotient de cette division. Et on s’est ramené au cas d’une

fraction g avec deg R < deg ().

Exemple 4.2.2 Décomposons la fraction

P X°—2X%4+4X%-8X +11
Q X3 —-3X +2 '

— Premaére étape : partie polynomaiale :
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On calcule la division euclidienne de P par @) :
P(X)=(X*+1)Q(X)+2X*—-5X +9.

Donc la partie polynomiale est E(X) = X? + 1 et la fraction s’écrit

P(X 2X?2 -5X 49
PX) _ X241+ L
Q(X) Q(X)
Notons que pour la fraction % le degré du numérateur est strictement plus petit que

le degré du dénominateur.
— Deuxiéme étape : factorisation du dénominateur :
Q a pour racine évidente +1 (racine double) et —2 (racine simple) et se factorise donc ainsi
Q(X) = (X = 1)(X +2).
— Troisiéme étape : décomposition théorique en éléments simples :
Le théoréme de décomposition en éléments simples nous dit qu’il existe une unique décom-

position :

e,

(X) a b c
M‘E(X)+(X—1)2+X—1+X+2‘

Nous savons déja que E(X) = X? + 1, il reste a trouver les nombres a, b, c.

— Quatriéme étape : détermination des coefficients :

Voici une premiére fagon de déterminer a, b, c.

c
X42

On récrit la fraction (Xﬁ1)2 + Xb—l + au méme dénominateur et on [identifie avec

2X2-5X49 .
Q(X)

On en trouve
b+c=2, a+b—2c=-5 et 2a—2b+c=9.
Cela conduit a l'unique solution
a=2,b=—-1,c=3.

Donc

—1 N 3
X—-1 X+2

P_X5—2X3+4X2—8X+11_X2+1+ 2.
Q X3 -3X +2 B (X —1)2

Détermination des coefficients : Voici une autre méthode plus efficace.
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Notons gg{; = ()2({21)_25()){(:92) dont la décomposition théorique est :
a . b . c
(X-12 X-1 X+42
Pour déterminer a on multiplie la fraction g par (X —1)% et on évalue en x = 1.

Tout d’abord en partant de la décomposition théorique on a :

_ 2 B(X) _ L X 122X - 5X 49
B(X)=(X~1) o) +(X — 1)+ X712 - X7
Donc Fi(1) = a.
D’autre part
e RO 5 2XP 55X 49 2X7 - 5X 49
F(X)=(X-1) Q(X)—(X 1) XX+ X1

donc Fi(1) = 2,0n en déduit a = 2.
On fait le méme processus pour déterminer ¢ : on multiplie par (X + 2) et on évalue en —2.

On calcule

B R(X) 2X2-5X+9  X+2  X+2
FQ(X)_(X+2)Q(X)_ X12) —a(X_1)2+bX_1+c

de deux fagons et lorsque l'onévalue © = 2 on obtient d’une part F5(2) = c et d’autre part
Fy(2) = 3. Ainsi ¢ = 3.
Comme les coefficients sont uniques tous les moyens sont bons pour les déterminer. Par

exemple lorsque ’'on évalue la décomposition théorique

R(X>— ¢ + b + ¢ en =20
QX)) (X—-12 X-1 X+2 o
on obtient :
R(0) c
—~=a—b+ —
Q(0)

Donc %za—b—i—%,b:—l.

4.3 Deécomposition en éléments simples dans R|X]

Théoréme 4.3.1 Soz’tg une fraction rationnelle avec P, Q) € R[X], pged(P, Q) = 1. Alors

g s’écrit de maniére unique comme somme :
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— d’une partie polynomiale E(X),

— d’éléments simples du type "o,

aX+b
(X2+aX+p)!

Ot les X —a et X2 +aX + 3 sont les facteurs irréductibles de Q(X) et les exposants i sont

— d’éléments simples du type

inférieurs ou égaux o la puissance correspondante dans cette factorisation.

Exemple 4.3.1 On peut vérifier que

B 4 B a b c  4/5 —4/9 4/9
F(X>_(X—2)2(X+1)_(X—2)2+X—2+X+1_(X—2)2+X—2+X+1'

et on peut aussi vérifier que

1 bX /2 —1/2X —1/2
G(X) = o M+e Y / /
(X24+1)(X -1 X-1 X241 X-1 XZ+1

Exemple 4.3.2  Décomposition en éléments simples de

P(X) 3X*+45X°+8X?+3

QX)) (X2+X4+132(X-1)

Comme deg P < deg Q) alors E(X) = 0.
Le dénominateur est déja factorisé sur R car X2+ X + 1 est irréductible.

La décomposition théorique est donc :

P(X) aX +b cX +d e

0X) (X1 X+1)P XX+l X-1

1l faut ensuite mener au mieux les calculs pour déterminer les coefficients afin d’obtenir :

P(X)  2X+1 N ~1 L3
QX)) (X24+X+1)22 X24+X+1 X1

4.4 Série d’exercices

Exercice 1 :

1) Décomposer en éléments simples dans R[X] les fractions suivantes :

B =5
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22X+ XX 41

F(X) = X2 -3X +2
2X3 4+ X2 - X +1

GX) = X2 _9X +1

X4+2X2+1

HO="—w—1—

Exercice 2 :

Décomposer en éléments simples dans R[X] et dans C[X] les fractions suivantes :

22X 4 XP - X 41

E(X
3X24+2X +1
F(X) =
(X) X(X?2+X+1)
2X*+1
G(X) =
(X) XX —-1)3(X2+ X +1)
H(X) = X241
CX1+1
Exercice 3 :
Décomposer en élément simples dans C[X]
X241

E =

XX +j)3(X—-1)
Exercice 4 :
Décomposer en élément simples dans R[X]

n!

F =i T 2)..(X +n)
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