Ecole Supérieure en Génie Electrique et Energétique
d’Oran

Département des Classes Préparatoires
Mécanique Rationnelle : Cours et Applications

Par :

SENOUCI. Mohammed
NOURINE. Leila
KHORSI. Azzeddine

Année 2019-2020



Table des matieres

INtrodUCTION GENEIAIE. ... .. o e e e e 1
Chapitre | : Eléments de calcul VECTOTIEL. ... ... ... oo, 2
I o1 1<) 4 U UUR 2
[.1.1. ClasSIfICAtION 08S VECTEULS. ... ...ttt ettt eeee s 2
[.1.2. COMPOSANTES A'UN VBCEEUL . ... .t ettt ettt ettt et ettt et et e e e e et e et e e e e et e e es e e e eeeene e 2
[.2. Opérations SUr 185 VECTEUIS IIDIres. .. .....ovinit it e 3
[.2.1. AQAITION 08S VECTEUIS. ... .ttt et et e e e e e ettt et et aaee e, 3
[.2.2. SOUSEIaction de dEUX VECTEULS. ... . .ouet ettt e e e e 5
1.2.3. DECOMPOSIEION A'UN VECLEUL . ... .ttt e e e e e 5
[.3. Champ €qUIPrOJeCtif A8 VECLEUIS. . .. ..e i e e 5
[.4. Produit SCAlaire 0 JBUX VECLEULS. .. ....e ettt ettt et e et et e e e aieee s 5
1.5. Produit vectoriel de deUX VECTEULS. ... ...ttt 6
| BT & (o Te LN V(1 113 T P 6
1.7. Double produit VECTOIIEL. ... ... e 7
| IR ) ¢S | | USRI 7
1.8.1. PrOPIIEtES UES TOTSBUIS. .. .. ettt ettt ettt et et et e et e et et et et e ettt e eaeanes 9
1.8.2. ESPACE VECTOTIEl (BS TOISBULIS. ...\ttt ettt ittt et et e e e e e e e 10
1.8.3. TOrSEUIS PATTICUIICTS. ...\ttt ettt ettt et ettt et et e ettt e e et et et e et et e e e et e e eeeaaeaneenans 10
Chapitre 11 : StatiqUue desS SOlAeS..eeeeuieeteeierereinrrnreateesesenteesessessnssnsessessnsonsesssasssnsansonsess 12
IL 1. NOTIONS A€ fOTCES. ..ttt e e e e e e e e e e e e e e e 12

L0 O R B 1< 414113 o)« W 12
[1.1.2. ClasSIfiCatioNS 0ES TOICES. ... .eue ettt e 12
11.1.3. COMPOSANTES A’ UNE fOTCE. ...\ttt e e et e e e e eee e 12

I O 001 4 TW S =T ot =T £ F 13

11.1.5. Force définie par son module et deux points sur sa ligne d’action....................oeoeiiiininnni. 14

11.1.6. Composition de deux forces (Théoréme des SINUS)...........ouiueiniiriiriiii i, 14
IL.2. EQuilibre du SOIAE. ... .ot e e e e e 15

[1.3. LiQISONS €1 IEUIS FEACTIONS. .. ..\ttt ettt ettt et et ettt et e e e e e aeeaas 16
11.3.1. Articulation d'un COMPS SOLAE. ... ..o.uuiitt i e et 17
[1.3.2. Liaisons et appuis Plans USUELS. .........oouiniiriit it e e e 18

11.3.3. Glissiere (Sans frottemMENt). ... ...t e e 19

[1.3.4. ENCASIemMENt PIan. ... ..ot e 20
Chapitre 111 : Cinématique des solides iNdéformables.....cceiveiieiiiiiiiieiiiiieineeninerenei, 23
[11.1. Mouvement d'un repere Rk par rapport a un repere Ri fiXe..........oooviiiiiiiiiiiiiie e, 23
[11.2. Repérage du Centre Ok AU FEPEIE Ri.....uuer ettt e e s 23
[11.3. Repérage de l'orientation des axes du repere Rk...........oueeiuieininii e 23

I, ANGIES A EUIE. ... e e e e 24
AL FOrmUIES A EUICT..... . e e e e e e e e 27
[11.5. Dérivation d'un vecteur dans un repere mobile.............coooiiiriiniiiiii i 27
[11.6. Champ des Vitesses d'UN SOIAe. ... .. ..o e, 28
[11.7. Champ des accelérations d'un SOTAe. .........c.ouiniiiei e e, 28
1.8, TOrSEUI CINEMALIGUE. ...\ttt ettt et et ettt e et et e et e e e et e et et e e e e e e eaeeeaaas 29
[11.9. Mouvements particuliers fondamentaux.............ocoooiiiiiiiiiii e 30
[11.9.1. Mouvement de tranSIation. ... .........ouiuiirii i et eaaas 30
[11.9.2. MOUVEMENE 0 FOTALION. ...\ttt ettt et et et e e e et e a e e e eae 31
[11.9.3. Mouvement helICOTUAL. ....... ..o e e e 32

[11.20. Mouvement composé du POINt Materiel............oviriiieit i e 33
[11.10.1. COMPOSIEION ES VILESSES. ... nv ettt ettt et et et et et et e e e e e e eaeneeneans 33
[11.10.2. CompOSItion deS aCCEIEIAtIONS. ... ...\ttt e e et 34
Chapitre 1V : GEOMEALIIE (8S MASSES.c.ueueintieteetinrieeeeeneenrencescssensencescsensensescssssnsansescnsensanns 36

IV.1. Masse d’un systeme materiCl............o.iiuiiitiiiiii et 36



V.1 L SYSEEMES QISCIOLS. .. ettt ettt et et e e e e e e e e ettt e nas 36

V. 1.2, SYStEMES CONTINMUS. ...ttt ettt et e e et e e et e et et e e et et e e e ean e 36
IV.2. Centre d’inertie d’un SOLe. ... ...ouiiii e 37
IV 2.1 DATINITION. . e e 37

IV.2.2. Centre d’inertie d’un SySt€ME COMPOSE. .. ....uurutintiietintiitt ettt ettt e eet e e eire e 37

IV.3. Moment et produit d’inertie dun SOLde............ooiiiiiiii e 38

IV.3.1. Moment d’inertie de (S) par rapport & Un POINL...........oeiriniririniit ittt eeeeieeeaas 38

IV.3.2. Moment d’inertie de (S) par rapport & Un aX€ (A)......eeuienriirieiiie et eeeineens 38
1V.3.3. Produits d’inertie d"un sOlde. ... ..ot 39

IV.4. Matrice (ou tenseur) d’inertie d’un solide (S) enunpoint O...........ccooiiiiiiiiiiiiiiieas 40
IV.4.1. Propriétés de la matrice d INeTrtiC. . ... ..oouuiiniitii it eaa e 40

IV.5. Cas d’un solide complexe composé de solides €lémentaires..............covvviiiiiiiiiiiiiiiieieee e, 42
IV.6. Théoreme des axes paralléles (ou Théoréme de Huygens)............oooevviviiiiiiiiiiiiiiiiinnnn.. 42

IV.7. Transposition des propriétés d’inertie a d’autres directions — Variance tensorielle..................... 44
Chapitre V : CintiqUe AU SoIde......cueuiirreeeeiernrieieenteeeeeneereaceseseacnsessnsesessnsnsessnsesassnsesnnns 46
V.1. Définitions des grandeurs CINELIQUES. ... .uvueinieitiiit ettt e e ere e s 46
V.11 POINEMAtETICL. . ..ottt et et e e 46
V.1.2. Systeme Materiel CONtINMU. .........ot ittt ettt et et e et eaas 46
V.2, TOISBUI CINELIUE. ...ttt et et et et et e e et ettt et et e e et et e e et e e e ee e et e e s 46
V.3. Calcul de la résultante CINELIQUE. .........oouieii e e e 47
V.4, ThEOrEME 0 KOBNIG. ...\ttt 47
V.5. Moment cinétique d'un solide indéformable par rapport a son centre d'inertie............................ 47
V.6. Moment cinétique d'un solide indeformable (S) en un point du solide par rapport au repere fixe Ro.48
V.7 ENEIgIE CINELIUE. ...ttt e e e e e e e e e et e s 48
V.7.1. Théoréme de Koénig relatif a I'énergie cinétique............o.oiiriiiiiiii e 48
V.7.2. L'énergie cinétique d'un solide indéformable en mouvement quelconque................c.ovevnnn.n. 49
Chapitre VI : Principe fondamentale de la dynamique des systémes matériels........ccc..ccooovervrennnne.. 51
VI.1.TOrSEUr des fOrCeS EXtEIIEUIES. ...\ vt ettt et ettt et et et ettt et et e e e aenss 51
VI1.2. Rappel de la dynamique des partiCules. ... ......c.oiiriiriiiiii e 51
VI1.2.1. Principe d’inertie (Premiere loide NEeWION) ... ..co.oiiiiii e 51
VI1.2.2. Principe fondamental de la dynamique (Deuxi¢me loi de Newton)..............covevviiniininnnnnn.. 51
V1.2.3. Principe d’action réaction (Troisiéme loi de Newton)...............ccoooeiiiiiiiiiiiiniiiiiisiisisnnnnn 01
V1.3. Définition des grandeurs dynamiqUe. ...........eevuueinutiteeite e ae ettt e e e enneereee s e nees 52
V3.1, Point MatriCl. ... ..o e e e 52
V1.3.2. Systeme Materiel CONTINU. ....... ..ottt e 52
V.33, TOrSEUI AYNaMIQUE. ... ute ettt ettt et et et et e et et e e e et e et e e e e e e e e aeeeneeeaeeaneenneas 52
V1.4. Théoreme de Koénig relatif au moment dynamique.............c.oovviriiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeen, 52
VI.5. Calcul du momeNt QYNAmMIGUE. ........oveititt ittt e et 53
VI1.6. Principe (ou Loi) fondamental de la dynamique pour un systéme mateériel (S)............c.cccceeveenee. 53
VI.7. Théoreme de la résultante dynamique .............c.ooeiiiniiriit e 54
VI1.8. Théoreme du momeNnt dYNAMIQUE. .........ooutintitiit ittt et et e 55
V1.9. Travail et puissance d UNe fOrCe. ... .....uiiiriiit it eeaeaas 55

VI.10. Théoréme de I’€nergie CINELIQUE. ........ieniintet ettt et et et e e e ee et 56
VIL.11. Conservation de I’énergie totale.............ooiiiiiiii e 56
Chapitre VII : Principe des travaux virtuels et équations de Lagrange.........ccoeeevevemenniniininnnnnnnn. 60
VI1.1. Liaisons (ou contraintes) et degrés de liberté..............ooiiiiriiiiiiiiii e 60
VI1.2. ClasSification d8S lHAISOMS. ... ....uieit ettt e e e 60
VI1.2.1. Liaisons holonomes (OU QEOMELIIQUES). ... ..uenrerinttetineetetee et eeeetee e eae e eveeseereeseeeeseeeas 60
VI1.2.1. Liaisons non holonomes (0U CINEMALIQUES). ... ..ouirirint i e, 61
VI11.3. Principe des Travaux Virtuels-Principe d’ Alembert...............oeiiiiiiiiiiiiiiiiieieeen, 61
VI11.4. Coordonnées généralisées et FOrces generalisés............cooovviiiriiiiiiiiiiiiiiiiie e, 62

VIS, EQUALIONS 08 Lagrange. ... uvire ittt et ettt et et et et et ettt et e e e et 6



Introduction générale

Introduction générale

La mécanique rationnelle, branche de la physique et qui fait partie des sciences naturelles, est
précisément la science des lois générales du mouvement, de I’équilibre et les interactions entre les corps
matériels (Par-exemple : mouvement de la terre autour du soleil, mouvement d’une fusée ou obus etc..).

On divise habituellement 1’étude de la mécanique en trois parties suivant le caractére des problémes
considérés : la Statique étudie les lois de compositions des forces et les conditions d’équilibre des corps
matériels soumis a leurs ’action. La Cinématique étudie le mouvement des solides sans prendre en
considération les causes ou les actions qui le génerent ou le provoque. La Dynamique traite les lois du
mouvement des corps matériels sous ’action des forces extérieures (é¢tude du mouvement en prenant
compte des causes ou les actions qui le générent ou le provoque).

Suivant la nature de I’objet étudié on divise la mécanique rationnelle en :

1. Mécanique du point matériel, c-a-d un corps dont on peut négliger les dimensions lorsqu’on étudié son
mouvement (ou son équilibre) et des systemes de points matériels).

2. Mécanique des solides (ou corps rigides), c-a-d. un corps dont on peut négliger les déformations durant
I’étude de son mouvement (ou son équilibre).

3. Meécanique des corps a masse variable (corps dont la masse varie avec le temps (fusée)).

4. Mécanique des corps déformables (théorie de I’élasticité de plasticité(RDM)).

5. Mécanique des fluides (liquides hydrodynamique) est des gaz (aerodynamique ou dynamique des gaz)

La meécanique peut étre deflnlt comme la science qui décrit et prédit les conditions de repos ou de
mouvement des corps soumis a I’action d’un ensemble de forces. Elle se divise en 03 grandes parties
mécanique des corps rigides, mecanique des corps déformables et mécanique des fluides.

Ce polycopié est un cours de base de la mécanique des solides indéformables. 1l a pour objectif
d'apporter une contribution a l'acquisition des connaissances scientifiques de base permettant une
meilleure compréhension des lois du mouvement.

Le contenu de ce polycopie est en adéquation avec le programme adopté pour les classes préparatoires
des écoles d’ingénieurs et celui adopté pour les étudiants du troisiéme semestre sciences et technique du
systtme LMD. Il va de soit qu’il peut servir avantageusement aux autres catégories d’étudiants au
curriculum desquels figure un programme de mécanique important. 1l contient des cours détaillés, avec
des applications résolus. 11 est rédigé avec un style trés simple, qui permet aux étudiants du premier cycle
universitaire une compréhension rapide.

Ce polycopié est structuré en sept chapitres. Apres un rappel mathématique sur les vecteurs, le chapitre
traite les outils mathématiques notamment les torseurs utilisés pour simplifier I’écriture des équations de
la mécanique. Le chapitre deux décrit 1’équilibre statique des solides et les différentes liaisons entre les
solides et les équations qui les régissent. Le chapitre trois aborde la cinématique des solides qui traite le
mouvement mécanique uniquement du point de vue géométrique, sans tenir compte des causes qui ont
provoqué le mouvement. Le chapitre quatre évoque les notions sur la masse, le centre de masse, le
moment d’inertie et le produit d’inertie; leurs intéréts mécaniques apparaitront dans I'étude de la cinétique
et de la dynamique. Les chapitres cing et six décrivent la cinétique et les théoréemes fondamentaux de la
dynamique. Enfin le dernier chapitre traite le principe des travaux virtuels et les équations de Lagrange.
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Chapitre | : Eléments de calcul vectoriel

I.1. Vecteurs
Un vecteur (vitesse, accélération, quantité de mouvement, etc....) est un segment de droite OA sur lequel

on a choisi une origine O et une extrémité A (Fig. 1.1). Il est défini par :

e Son origine O (ou point d'application O);

e Sa direction, elle est caractérisée par I'angle o qu'elle forme avec un axe de référence. La droite (4)
non orientée est appelée support ou ligne d'action;

e Son sens, deux vecteurs de méme module et direction mais de sens contraire (Fig. 1.1);

e Son module (sa grandeur, sa norme ou son intensité).
Parfois, la direction d'un vecteur est definie par sa ligne d'action et son sens.

Direction

Fig. 1.1 : définition d'un vecteur

I.1.1. Classification des vecteurs

Il existe plusieurs types de vecteurs :

e Vecteur libre : qui peut se déplacer librement dans I'espace (comme les couples). Sa direction, son sens
et son module sont donnés mais la droite support et son point d'application (origine du vecteur) ne sont
pas connus. On dira qu'un vecteur est libre lorsqu'on peut le remplacer par n'importe quel autre vecteur
qui lui est équipolle et de méme sens (Fig. 1.2a);

e Vecteur glissant : qui peut glisser le long de sa ligne d'action (la droite A) sans pour autant changer son

effet. Son point d'application n'est pas fixé (Fig. 1.2b). On le note (A, a&);
e \Vecteur lié (pointeur): tous les éléments du vecteur sont déterminés, son point d'application est fixe,

vecteur OA de la Fig .1.2a. On le note (O, O_A) ;
e \ecteur unitaire : c'est un vecteur dont le module est égala 1 ;
Vecteurs colinéaires : s'ils possedent le méme support ;
Vecteurs paralleles : si leurs supports sont paralléles;
Vecteurs coplanaires : si leurs supports se trouvent dans un méme plan,
Vecteurs équipollents (équivalents) : on dit que deux vecteurs sont équipollents s'ils ont les mémes
grandeurs et orientation, méme s'ils n‘ont pas le méme point d'application.
1. S'ils ont méme sens, on dit qu'ils sont égaux. Si en plus, ont méme origine, ils sont identiques.
2. S'ilsont des sens contraires, on dit qu'ils sont opposes.

Qe— A

e > - > A
O o— A 0] A O A
a b

Fig. 1.2 : Classification des vecteurs
1.1.2. Composantes d'un vecteur
Considérons une base de I'espace R® notée : b, (&;,8,,&3). Cette base est orthonormée si :

1siizj
5 = 11
€1+ {OSii;éj (1)
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Le repereR, (O,&,,8,,83)) est dit directe si un observateur disposé suivant le vecteur g; verra le

vecteur g; tourner vers le vecteur g, dans le sens contraire des aiguilles d'une montre (Fig. 1.3).

€3
A

olo
~

/

€

Fig. 1.3 : Définition d'une base directe (Régle d'observateur)
Dans cette base un vecteur V = AB de composantes (V1, Va2, V3) s'écrirait
V =V181+V282+V363=(Xg -Xp)E1+ (Vg -Ya)E2+(25 -2, )63 (1.2)
OU Xa, YA, Za (resp. Xs, ys, zg) sont les coordonnées du point A (resp. du point B) dans Ro
Les cosinus directeurs s'obtiennent :

cos(t9x):\ﬁ,cos(ay):\ﬁetcos(ez):\ﬁ (1.3)

Ox, by et 0, sont les angles que forme le vecteur V avec respectivement g, &, et &s.

Remargue
Direct veut dire aussi que les vecteurs unités g,,8,,850béissent a la régle du tire-bouchon ou de la main

droit (Fig. 1.4).

€3 N .
Repére direct Cas contraire

Y

Fig. 1.4 : définition d'une base directe (régle du tire-bouchon et de la main droite)

Le tire-bouchon tourne comme g&; tourne sous l'action de g, Si g, représentait une force attachée a
I'extrémité de &;. Il tourne en avancant dans le sens de &;. On peut aussi imaginer que ce méme
mouvement hypothétique de &; et g, est suivi par les doigts de la main droite. Le pouce de la main droite
est alors dans la direction de g5.

1.2. Opérations sur les vecteurs libres
1.2.1. Addition des vecteurs
La sommes de deux vecteurs \/, et \/, se fait en transportant les origines des deux vecteurs sur un seul

point A et en construisant le parallélogramme qui a \/, et \/, comme cotes (Fig. I.5).
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Vo
Fig. 1.5 : Addition de deux vecteurs (Régle du parallélogramme)

Le vecteur résultant \/ est défini par :

v 2\71 +\72 =(Vix +Vox )8 +(Vay +Vy, )&, +(Vy, +V,, )E; (1.4)

Cette définition constitue la régle d'addition du parallélogramme.

A partir de la construction du parallélogramme, nous pouvons déduire une autre méthode graphique
pour additionner deux vecteurs. Cette méthode est connue sous le nom de la régle du triangle. Nous
pourrons dessiner seulement la moitie du parallélogramme. Le vecteur résultant de I'addition de deux
vecteurs peut étre trouvé en disposant \/, et \/, bout a bout et en joignant ensuite l'origine de \/, a
I'extrémité de \/, (Fig. 1.6).

Vo

A v
Fig. 1.6 : Addition de deux vecteurs (Reégle du triangle)
L'addition de plusieurs vecteurs se fait en disposant tous les vecteurs bout a bout et en tracant le vecteur
qui a comme origine, l'origine du premier vecteur, et comme extrémite, I'extrémité du dernier. Cette fagon
de procéder traduit graphiquement la régle du polygone (Fig. 1.7).

Vi V2

Fig. 1.7 : Addition de plusieurs vecteurs (Régle du polygone)
1.2.1.1. Propriétés de la somme vectorielle

e L'addition vectorielle est commutative

\71 "'\72 =\72 +\71

e L'addition vectorielle est associative

(\71+\72)+\73 =V, +(V,+V3)

e L'addition vectorielle est distributive par rapport a la somme vectorielle
AV +V32)= AV 1+ AV

e L'addition vectorielle est distributive par rapport a I'addition des scalaires
V (A +22) =1V + 1,V
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1.2.2. Soustraction de deux vecteurs

La soustraction de deux vecteurs \/,-\/, est le vecteur V' défini comme I'addition du vecteur V, aun
vecteur \/', égal et opposé a \/, (Fig. 1.8).

Vi

.

7
Fig. 1.8 : Soustraction de deux vecteurs
1.2.3. Décomposition d'un vecteur
Nous avons montrés jusqu'a maintenant qu'il est toujours possible de remplacer deux ou plusieurs
vecteurs par un vecteur unique. Réciproquement, il est toujours possible de remplacer un vecteur unique

V par deux ou plusieurs vecteurs. Ces vecteurs sont appelés les composantes du vecteur original \VV . Nous
devons considérer deux cas d'intérét particulier :
1. Une des composantes \/, est fixée. On calcule la deuxieme composante en utilisant la regle du

triangle.

2. Les deux directions de décomposition sont données. La grandeur et l'orientation des composantes sont
obtenues en appliquant le principe du parallélogramme.

1.3. Champ équiprojectif de vecteurs

Soit & un espace affine. Un champ de vecteurs V est dit équiprojectif si :
V (A, B) e£? :V(A).AB =V(B).AB (1.5)
1.4. Produit scalaire de deux vecteurs
On appelle produit scalaire de deux vecteurs \/, et \/, qui font entre eux un angle 0 une loi de

composition externe qui associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre réel) noté : \/,.\/, tel que :

V1V, =N{ N, c0s8=V,V,cos(8) (1.6)
I. 4.1. Propriétés du produit scalaire
e Le produit scalaire de deux vecteurs est commutatif
\71 '\72 :\72 '\71
e Le produit scalaire est associatif par rapport a la multiplication par un scalaire
AV, N)=(AV,) N, =V (AV,)
e Le produit scalaire est distributif par rapport a la somme vectorielle
Vi:(V,+V3) =ViV,+V 1 V3
e Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul:
\71 J—\72<::> \71 '\72 =0
1.4.2. Expression analytique du produit scalaire
Soient deux vecteurs \/, ety/, . Leurs expressions dans une base b (&;,8,,83), de l'espace R sont :
V1=Vi1x€1+V1y€82+V 1,63 €L\, =V, 61V, 62tV 2, 63
Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par :
\71 '\72 = (le él"'vly €2tV é3) '(V2x €1 +V2y €21V, é3) =V 1xV 2x +V1yV2y +V1,V2; (|-7)

Remargue : cos(@):(m) et @=arc COS(M)
ViVa 1V,
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I.5. Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs \/, ety/, de I'espace R® est un vecteur W perpendiculaire au plan
contenant \/, ety/, (Fig. 1.9), défini par :
W=V 1AV, =Ny« NV, singn (1.8)
ou fi est un vecteur unitaire perpendiculaire a \/, et \/, et 0 'angle entre les deux vecteurs.
Le résultat obtenu peut s'écrire aussi sous la forme condensée de déterminant :
€1 €2 €3
W=ViAV,=|Vix Viy Vi
Vax  Vay Va2
=(ViV2:—V1: Vay) 81— (V1yV2,=Vi1; Vox) €2+(V1xV2y—Viy Vax) &3
Le sens du vecteur W est déduit de la régle du tire-bouchon lorsqu'il tourne de \j, vers v/, ou de la
regle de la main droite. Son module vaut : W|=N, AV, |=N,|N,|sin(0)

(1.9)

Vi
Fig. 1.9 : Produit vectoriel de deux vecteurs

1.5.1. Propriétés du produit vectoriel
e Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :

(\72 +V3)AV1=V AV +V3 AV,
\71 A (\72 +\73) =\71 /\\72 +\71 /\\73
e Le produit vectoriel est associatif par rapport a la multiplication par un scalaire
AV AV)=(AV)AV, =V A (AV,)
e Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif)
(\71/\ \72) = '(\72/\ \71)
e Deux vecteurs non nuls sont colinéaires (ou paralleles) si et seulement si leur produit vectoriel est nul :
Vi IV, oV, AV,=0
1.5.2. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct
A partir des projections des deux vecteurs \/, et \/,sur les axes Ox, Oy et Oz, on exprime :
V1AV, =(Vix€1+V1y82+V1,83) A (V5 E1+V 2y 82V 2, E3)
En tenant compte des produits vectoriels des vecteurs unitaires g;,&,,83 :
(611€1)=0 ; (&,1n6€,)=0 ; (631€3)=0
et (61nE2)=-(E2nE1)=63 ; (E2183)=-(63nE2)=61 ; (E3nE1)=-(E1nE3)=§6>
L'expression du produit vectoriel devient :
\71 /\\72 = (VlyVZZ _VleZy)él"' (VleZX —Vi1xV2; ) €+ (leVZy _VlyVZX ) €3 (|.10)
1.6. Produit mixte
On appelle produit mixte de trois vecteursy/,, \/, et \/; pris dans cet ordre, le nombre reel défini par :
Vi (\72 /\\73) ou parfois (\717 Vo \73)
Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume du parallélepipede formé par les trois vecteursy/,
.V, et v/, (Fig. 1.10).
On exprime aussi le produit mixte sous la forme d'un déterminant :
6
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Vix Viy Vi
Vi-(VoAV3)=|Vax Vay Vo2,
Viax Vay Vs
= Vix(V2yV3:=V2:Vay) +V1y(V2:Vax—V2axVs: ) +V1:(V2xVay —=VayVax) (1.11)

B
>

Vi
Fig. 1.10 : produit mixte
Le produit mixte est nul, si :
e les trois vecteurs sont dans le méme plan ;
e deux des vecteurs sont colinéaires ;

e |'un des vecteurs est nul.
On montre facilement que, dans une base orthonormeée directe, le produit mixte est un variant scalaire
par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est commutatif:

\71'(\72/\\73)2\72'(\73/\\71)2\73'(\71/\\72) (1.12)
1.7. Double produit vectoriel
Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifsy/,, \/, et \/; est un vecteur W exprimé par la
relation
W =V A(V; AV;) =(Vy V3 )V, —(V1V, )V, (1.13)
Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur \/, et au vecteur formé par le produit (\/, A\/5), il est donc
dans le plan formé par les vecteurs \/, et /5.

1.8. Torseur

Le torseur est outils mathématique privilégié de la mécanique du solide. 1l lui permet une représentation
condenseée et simplifiée des actions mécaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs.

Soit un ensemble fini de vecteurs glissants ( 4;,\/; ) (Fig. 1.11). Cet ensemble de vecteur constitue un

torseur noté T défini par ses deux éléments dits éléments de réduction :
e Un vecteur noté R (ne dépendant pas du point choisi) appelé la résultante du torseur :

— n —
R=2V; (1.14)
i=1
e Un champ de vecteur M (dépendant du point choisi) vérifiant la relation:
- n— —
Mo = X 0A AV (1.15)
i=1
Le torseur T au point de réduction O et dans la base b (&;,&,,&3)se note de la facon suivante :
b
— _ _ ~ b R M
R R, +R,E +R,E (. X X
Mlo=tt bod o miv2 TR Lo RN )= R, M, (1.16)
Mo M.& +M € + M, &
° Rz Mz 0

Ecritureenligne - =
Ecritureen colonne

Rx, Ry et R; (resp My, My et M,) sont les coordonnées de R (resp de MO) dans la baseb (g;,8,,83).
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On rappelle la relation fondamentale et trés importante en mécanique dite formule de transport des
moments entre deux points du champ de moment :

VO,¥YP:Mp =My +RAOP (1.17)
_ - M
V/v”
Al .
.- V> ---" Az
A2 ————— /
. A ~
0 ~3o.___ &

Fig. 1.11 : Ensemble fini de vecteurs glissants
En générale la connaissance de R et M, en un point particulier de réduction O détermine
complétement le torseur en tout autre point P (relation (1.16)).

Remargue
Ne jamais omettre le point choisi de réduction du torseur.

Exemple 1 : Les torseurs de la mécanique des corps rigides :

_ Fl oo -
2. Champ de forces : torseur des forces extérieures {T |, = { . } , M ,est le moment de la force F .
AJA

—

. T 0
3. Champ des vitesses : torseur cinématique {T }, = { -

} , 2 est le vecteur vitesse rotation.

—

/4

4. Champ de quantités d’accélération : torseur dynamique {T }A = { . } , 6, est le moment dynamique.
AJ A

Application 1
Une clé est utilisée pour desserrer une vis bloquée sur un bati (Fig. 1.12). L’effort F exercé par la main
de 'opérateur a pour coordonnées : Fx = 60 N, Fy = 200 N et Fz = 40 N.

Fig. 1.12 : Application 1
1. Définir le torseur appliqué en B de I’effort exercé par la main.
2. Transporter ce torseur au point A.
Solution 1

1. Le torseur est défini par ses deux éléments, la résultante R des forces appliquées sur la clé et son
moment par rapport au point B. Il n’y a qu’une seule force F qui agit sur la clé, on a donc :
R=F =F,& +F,§, + F,€ =608, +200¢, +408; et Mg =BBAF =0
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60 0
{T}Bz{E,MB}: 200 0
40 0

B
Le moment est nul, le torseur est alors un glisseur

2. larésultante R est un invariant vectoriel et le moment M  est obtenu par la relation (1.17) :
0 60 0.3 14

M,=Mg+FAAB=40t+{200}A{0 '=178
0o/ (40| [0.07] |-60],
60 14
{T}A={E,|\7|A}= 200 7,8
40 -60),

1.8.1. Propriétés des torseurs
1.8.1.1. Invariants d'un torseur
On appelle invariants d’un torseur, les quantités qui restent constantes quel que soit le point ou on réduit
le torseur.
e Larésultante R d'un torseur est un invariant vectoriel;
e La quantité définie par la relation suivante est un invariant vectoriel d'un torseur :

> R
e L’automoment d'un torseur défini par la relation suivante est un invariant scalaire :
| =RMy, =RM, (1.19)
e Le pas A d'un torseur est aussi un invariant scalaire d'un torseur :
RM,
R2
1.8.1.2. Axe central d'un torseur
On appelle axe central d'un torseur, I'ensemble des points P pour lequel la résultante et le moment en P

(point central du torseur) sont colinéaires (Fig. 1.12). Le coefficient de linéarité s'appelle le pas du
torseur.

1=

(1.20)

Mp=AR (1€lR)=Pe4 (1.21)
Soit le {T}A:{Ii } avec R0
MA A

Si P est un point de I'axe central on a :
R/ Mp < RAM, =0= ﬁA(MA+ﬁA§)= QAMA+§A(ﬁA§)
En utilisant la relation (1.12) du double produit vectoriel, on obtient :
RAM, +R?PA—(RPA)R=0 < R2AP=RAM, +(RAP)R
AP = =2 + =~ R= = + 1R (1.22)
C’est I’équation vectorielle de I’axe central.
Le pas A du torseur est donné par :

M, R

R2
On peut noter les propriétés suivantes de l'axe central d'un torseur :
9

M,=AR<MpR=IRR= 1= (1.23)
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¢ |e moment en tout point de l'axe central est invariant. On I'appelle moment central du torseur;
¢ la norme du moment central est minimale.
e l'axe central du torseur est une droite dont le vecteur directeur est la résultante du torseur.

Fig. 1.13 : Axe central

1.8.2. Espace vectoriel des torseurs
1.8.2.1. Addition de torseurs

R R R

La somme de deux torseurs {T}lz{Fi1 }et {T}2={Fi1 } est un torseur {T}A:{ B } dont les
Mia 2A) A Al a

éléments de réduction sont respectivement la somme des éléments de réduction des deux torseurs {T}; et

{Th:
RiTRo
Tha=h+{Th=9. — (1.24)
Mipa+Moa],
1.8.2.2. Produit par un scalaire

On définit le produit par un scalaire du torseur {T }, = {Ii } par :
AJ A

' AR
T} =a{r}=1""_ (1.25)
M ],
1.8.2.3. Comoment ou produit de deux torseurs
Soit deux Torseurs {T}lz{Rf } et {T), :{Rf }
M A Ma A

On appelle comoment des deux torseurs {T}, et {T},, le réel défini par :
Ce calcul est indépendant du point A
En effet, soient A et B deus point de I'espace affine ¢. Ona:

= @3 +R.(ABAR,)+R,.(ABAR,)=®; car R,.(ABAR,)=-R,.(BAAR,)
1.8.3. Torseurs particuliers
1.8.3.1. Couple
On appelle couple un torseur dont la résultante est nulle. Le moment d'un couple est un invariant du
couple. Les invariants scalaire et vectoriel sont nuls. On peut ne pas préciser le point de la réduction du
torseur.

10
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{c}= {OMA}A (1.27)

1.8.3.2. Glisseur
On appelle glisseur tout torseur de résultante non nulle qui admet un point P pour lequel son moment est

" G}= {ﬁ} (1.28)

Un glisseur admet alors une droite de points en lesquels le moment est nul.
1.8.3.3. Torseur nul

Un torseur est dit nul s’il existe un point ou ses éléments de réduction sont nuls. IIs le sont alors en tout
point.

o}= {g} (1.29)

1.8.3.4. Torseur quelconque
Un torseur est quelconque, si et seulement si, son invariant scalaire n'est pas nul.

T }est untorsur quelconque <> R.M , =0 (1.30)

Tablaeu 1.1 : Tableau récapitulatif sur les torseurs

Eléments de réduction au point A Construction minimum Type de torseur
— —
R#0 Un vecteur li¢ unique Torseur glisseur
- -—
R.M,= O
= Deux vecteurs liés formant
R =0
un couple Torseur couple
-—
M, # 0
> Un vecteur lié + 2 vecteurs | Torseur quelconque
R .M, =# 0 A
liés formant un couple
- -
R=0 Vecteurs nuls Torseur nul
-— —
M,=0

Application 2
Soit le torseur {T }, défini au point O, origine d’un repére orthonormé direct, par :

R=28, +&, +38,
{T }o IR ~ hx o=
1. Déterminer le pas et I’axe central du torseur {T} :
Solution 2
MoR -6+2-21 -25

l: = =
R® 4+1+9 14

Soit P (x, Y, 2) un point de I’axe central, ona :

R

OP = (2/1——)81 +(ﬂ+

)62 +(3u+— )‘5‘3

11
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Chapitre 11 : Statique des solides

La statique, ou mécanique statique, est la branche de la physique qui étudic 1’équilibre des
systéemes matériels soumis a un ensemble de forces par rapport a un systéme de référence supposé fixe.
Ces systémes peuvent se réduire a un point matériel, un ensemble de points matériels, un solide ou a un
ensemble de solides.

Le principe fondamental de la statigue (PFS) exprime les conditions d'équilibre d'un solide
indéformable dans un référentiel donné.

Un objet est a I'équilibre lorsqu'il a un mouvement rectiligne uniforme (son moment dynamique est nul
en tous points, ce qui implique que son accélération linéaire et son accélération angulaire soient nulles).
Souvent, on considére le cas d'un objet immobile.

Tous les solides étudies dans ce chapitre sont des solides indéformables (solides parfaits). Un solide
indéformable (Sk), pour lequel on peut négliger toute déformation, est par définition composé d'une
multitude de particules, ou points matériels, dont les distances mutuelles sont constantes dans le temps.
I1.1. Notions de forces
11.1.1. Définition

On appelle force toute cause capable de modifier I’état de repos ou de mouvement d’un corps ou d’un
point matériel. L’état de repos ou de mouvement dépend des liaisons mécaniques de ce corps avec
d’autres corps.

La force est une grandeur vectorielle car elle posséde toutes les caractéristiques d’un vecteur (Voir
chapitre I).

Les systemes de forces peuvent étre : paralléles ou concourants.

11.1.2. Classifications des forces

Pour faire le bilan des forces exercées sur un solide (S), on utilisera les classifications suivantes :

1. Forces intérieures et forces exterieures : Les forces intérieures a (S) sont les forces d’interaction, qui se
développent entre les points matériels du solide donné et dont leur résultante est nulle. Les forces
extérieures a (S) sont exercées par un milieu extérieur (tous les autres corps qui sont en contact avec
(S) sur une partie de (S).

2. Forces a distance et forces de contact : Les forces a distance seront les forces de gravitation et les
forces électromagnétiques. Les forces de contact seront réparties sur les frontieres ou le systeme (S) a
des particules en contact avec des particules de I'entourage (milieu extérieur), ces frontiéres pouvant
étre des points, des courbes ou des surfaces (force de frottement fluide force de réaction d’un support,
frottement de glissement).

11.1.3. Composante d’une force

Soit une force F appliquée a I’origine d’un repére orthonormé R(O,X,y,Z)oux, y et Z sont les
vectrices unités (Fig. 11.1).

— —

F

o
|

F.

o Fy : ¢

X X
Fig. 11.1 : Composantes d’une force
Les composantes de cette force sont définies par :

F=Fy+F, =(Fy+Fy)+F, =F, cos(p)X+F, sin(¢)y + F cos(0)z (11.2)

—
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mais : Fy, =Fsin( @)
On auradonc :
F = Fsin(6)cos(¢)X + Fsin(@)sin( @)y + F cos(8)zZ = FX+F y+F,Z (1.2)
et son module :

F=\F2+F+F} (11.3)

11.1.4. Cosinus directeurs

Les projections de la force F sur les trois axes Ox, Oy et Oz (Fig. 11.2) donnent respéctivement
lesangles: 6, ,0, et 8, appelées cosinus directeurs définies par :

X1y
F= FX+F,y+F,Z=Fcos(6,)X+Fcos(6,)y+Fcos(d,)Z = FA (1.4)
avec :
A = cos( 6, )X +cos( 8, )y +cos( 8, )Z (11.5)
N
x
Fig. 11.2 : Cosinus directeurs
Remargue
Le vecteur A a la méme direction que la force Fetila pour module 1.
A =cos?(0,)+cos’(0,)+cos’(6,)=1 (11.6)

11.1.5. Force définie par son module et deux points sur sa ligne d’action
Soient deux points A(X,,Ya,Za) €t B(Xg,Yg,2Zg ) appartenant a la droite (4) support de la force F
(Fig. 11.3).
Le vecteur AB s’écrira :
AB =(Xg —Xp )X+(Yg —Ya)V+(2g —2x )7 =d;X+d, y+d,Z (1.7)
et son module :

AB=d=/d? +d? +d? (11.8)

Tl

X
Fig. 11.3 : Force définie par son module et deux points sur sa ligne d’action
Soit U le vecteur unitaire le long de la ligne d’action de la force. 11 est donné par :
CAB 1,
UZEZE(dXX'dey'FdZZ) (“9)

et comme la force est donnée par :

ﬁ:Fa:g(dxmdyymzz) (11.10)

13
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alors les composantes de F suivant les trois axes du repére seront :
F—dXFF—dyF F, = 1111
X_F’y_F etz_F ( )
11.1.6. Composition de deux forces (Théoréme des sinus)

La résultante R de deux forces concourantes F, et F, se détermine par la regle du triangle (voir
chapitre I).

Les angles y et 6 que la résultante forme avec les vecteurs composants (Fig. 11.4), se détermine d’aprés
le théoréme des sinus. Constatant que sin(z-a)=sin(a) nous obtenons :

F F, R

_ __ _ (1.12)
sin(#) sin(y) sin(a)

Fig. 11.4 : Composition de deux forces (Régle du triangle)

Application 1
Déterminer les tensions des cables dans la figure suivante :
35 =
A 40° 20° B
%
400N
Fig. 11.5 : Cables sous tensions

Solution 1

A partir de la figure ci-dessus, on peut construit le triangle des forces qui agissent sur le point C :

Tae

P=400N

Fig. 11.6 : Triangle des forces C
etonaura:
Tac  Tec P 400
sin(70) sin(50) sin(60) 0.87
11.2. Equilibre du solide
Prenant un solide (S) soumis a des forces (131, Fopeonn. ﬁN) appliquées aux points (A1, Ay, ........... An)
respectivement (Fig. 11.7).Le solide (S) est en équilibre lorsque les forces externes qui agissent sur lui
forment un systéme de forces équivalent a zéro, c'est-a-dire un systeme ou la résultante et le moment
résultant de toutes les forces par rapport a un point quelconque, O, du plan d'action des forces soient
égales a zéro. Cette condition nécessaire et suffisante d'équilibre d'un corps rigide se traduit
analytiqguement par les équations suivant :

—45977 et Ty =432N , Tge =3522N

14
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En=2F =0 (11.13)
i=1

?1
T
-

+
T
N

_|_
_|_

Il
=]

Mo(F, )=0 (11.14)

I
N

Fig. 11.7 : Corps rigide sous I'action de plusieurs forces
Ou encore apres projection des forces sur chacun des trois axes de coordonnées Ox, Oy et Oz, les deux
derniéres équations vectorielles se traduisent par les six équations scalaires suivantes :

i=n i=n i=n
Rx=_ZlFix =0, Ryz_leiy =0, Rz=_21Fiz =0 (11.15)
I= I= 1=

Mx=§:|\7|o(lfix)=0, My='§:l\ﬁo(lfiy)=0, Mz=l_§|\7|o(|fiz)=0 (11.16)

C'est-a-dire, le solide (S) est en équilibre statique si seulement si le torseur représentant I’ensemble de
ces actions est un torseur nul.

{T} {ﬁ } 0 (11.17)
O = - . = .
MO(R) 0
Remarque
Le moment de la force |5i par rapport au point O, (Fig. 11.7), est déefini par :
Mo(F )=+r AF, =+Fh (11.18)

11.3. Liaisons et leurs réactions

Par définition, un corps libre est un corps qui peut effectuer des déplacements quelconques dans
I'espace. Un corps, dont les déplacements dans I'espace sont limités par d'autres corps liés a lui ou se
trouvant en contact avec lui, s'appelle un corps non libre. Nous appellerons liaison tout ce qui limite les
déplacements d'un corps donné dans l'espace et diminué ainsi ses degrés de liberté. Un solide libre
possede six degrés de liberté dans 1’espace et trois dans un plan.

Le degré de liberté (ddl) d’une liaison est le nombre de déplacements elémentaires indépendants
autorisés par cette liaison.
11.3.1. Articulation d'un corps solide

On dit qu’un point A d’un solide est une articulation lorsqu’il reste en permanence en un point fixe de
I’espace (Fig. 11.8).

15
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La force R, est la réaction d'articulation de module :

|ﬁA| = \/Rix"' R2Ay+ Rz (1.19)

Dans le cas particulier de forces coplanaires la réaction d'articulation est: |ﬁ A| = JRA, + RZAy
Z )

Fig. 11.8 : Articulation d'un corps solide
11.3.1.1. Articulation sphérique (Liaison rotule)

La réaction au point A de l’articulation sphérique (Fig. 9) & trois composantes : R, =Ry, +Rp, + Ry, La
liaison sphérique a trois (03) degrés de liberté.

@) g

Fig. 11.9 : Liaison sphérique
11.3.1.2. Articulation cylindrique
La surface de contact entre les solides est une surface cylindrique (Fig. 11.10). Le solide (S1) a deux
degrés de liberté par rapport au solide (S2) : une translation suivant I’axe Az et une rotation autour du

méme axe. La réaction au point a deux composantes : R, =Ry, + Ry, et Ry, =0

—

X
(S 7

A

¥ 4"1 B —
(S1) | / >~ 4 R

= A’ A
N ._/ X X

¥

Fig. 11.10 : Articulation cylindrique
11.3.1.3. Articulation rotoide (ou charniére) et appui fixe
Quoique de réalisations techniques différentes, (Fig. 11.11a), ces deux fixations sont équivalentes au
point de vue de leur fonction (si ce n'est la possibilité théorique de déplacement vertical laissée par I'appui
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fixe). L'articulation rotoide est aussi appelée charniére et elles permettent uniquement une rotation
relative. Ce sont donc des liaisons & 1 degré de liberté. La figure.11b est une représentation schématique.

AN AN
Fig. I1.11a : Appui fixe
A A
©
/Q' RAX éﬂ— RAX
RAyT RAyT

Fig. 11.11b : Représentation schématique d’un appui fixe
11.3.2. Appuis plans usuels

On pourrait imaginer des fixations de types trés variés, mais en pratique celles que I'on rencontre dans
les réalisations techniques peuvent étre ramenées a quelques types fondamentaux, éventuellement
combinés de diverses maniéres. Nous nous intéresserons ici aux principales liaisons planes.
11.3.2.1. Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement lisse (liaison sans frottement)

Dans le cas d'une liaison parfaitement lisse (sans frottement ou idéale) entre un solide et un plan
(surface) (Fig. 11.12a), la réaction (la force de liaison) est toujours normale au plan au point de contact
quelques soit le nombre de forces extérieures appliquées au solide. Lorsque I'une des surfaces en contact
est un point (Fig. 11.12b), la réaction est dirigée le long de la normale a I'autre surface.

7
N,
N

£ 9 = R
a b
Fig. 11.12 : Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement lisse.
Dans le cas d’un contact ponctuel sans frottement, la condition d’équilibre est réalisée, si la somme de
toutes les forces extérieures appliquées en ce point est égale a la réaction normale en ce point :
N+>YF =0 (11.20)

11.3.2.2. Appui simple d’un solide sur une surface rugueuse (liaison avec frottement)

Dans le cas d'une surface avec frottement (Fig. 11.13), la réaction R est dirigée dans le sens contraire du
mouvement et peut prendre une direction quelconque dans le plan formé par la force de frottement T
statique (dirigée dans le sens contraire du mouvement) et la force normale N (perpendiculaire au plan
incling).

Dans le cas d’une surface avec frottements, la condition d’équilibre est :

N+T+XF =0 (11.21)
1
C'est-a-dire; la somme des actions et des réactions est nulle.
Si u est le coefficient de frottement statique, qui dépend de la nature des surfaces de contact :

e Pour que I’équilibre statique soit réalisable il faut que : ‘ﬂ < ,u‘N‘

e A I’équilibre limite on aura : ‘ﬂ = ,u‘ﬂ‘ = tg(p‘lﬁ‘ . ¢ : angle de frottement statique.
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3

Fig. 11.13 : Appui simple d’un solide sur une surface rugueuse.
11.3.2.3. Appui simple (appui a rouleau ou a dilatation)

Il permet une translation dans une direction précise (donnée par la direction du chemin de roulement des
rouleaux, et horizontale dans le cas de la figure), et la rotation autour du point d'appui (c-a-d. le point
situé a la verticale des rouleaux dans le cas illustré sur la figure 11.14a). La raison d'étre de ce type de
fixation est de permettre une libre dilatation des ouvrages. Cette fixation permet deux (02) degrés de
liberté. La figure.14b est une représentation schématique.

A A
A
797' RAyi RAyi
Fig. 11.14a : Appui rouleau Fig. 11.14b : Représentation schématique

11.3.3. Glissiére (sans frottement)

Cette fixation permet uniquement une translation relative (Fig. 11.15a). C'est donc aussi une liaison a un
(1) degreé de liberté introduisant deux (2) contraintes et deux (2) inconnues : qui sont la composante de
force perpendiculaire a la direction du mouvement de translation et un couple s'opposant a la rotation
relative. La figure.15b est représentation schématique.

A
M
"4A
+“—>
T Ray
Fig. 11.15a : Appui glissiére Fig. 11.15b : Représentation schématique

11.3.4. Encastrement plan
Cet appui fixe la position d'un point du solide et empéche également toute rotation autour de ce point

(Fig. 11.16a). C'est donc une fixation a zéro (0) degrés de liberté, qui introduit 3 contraintes et 3 inconnues

(il y en aurait 6 pour un encastrement spatial) :

e Deux composantes (dans le plan) de la force de réaction appliquée au point d’encastrement A et qui
empéchent les déplacements horizontaux et verticaux (Fig. 16b).

e Une composante (perpendiculaire au plan) de couple de réaction a I’encastrement et qui empéche la
rotation du solide (Fig. 17b).

A
MA ( RAx %
RAy Tz‘
Z
Fig. I11.16a : Encastrement Fig. 11.16b : Représentation schématique
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Le tableau II.1 suivant résume les différents types d’appuis et de liaisons et définit les composantes des
réactions associees a celles-ci.

Tableau I1.1
Type de liaison Composantes de la réaction

Appui simple a rouleau ou surface lisse sans | § - |a réaction normale au point d’appui

frottement

Appui simple avec frottement R,, R, : deux composantes dans le plan de
contact

Articulation cylindrique de 1’axe Oz R, ﬁy avec R, = 0: la composante suivant
I’axe de I’articulation est nulle

Articulation sphérique R,, R,, R, : trois composantes

Encastrement Ry, R,, R, et M,,: trois composantes en plus
du moment au point de I’encastrement

Application 2
Une échelle de longueur 20 m pesant 400 N est appuyée contre un mur parfaitement lisse en un point

situé a 16 m du sol (Fig. 17a). Son centre de gravite C est situé a 1/3 de sa longueur a partir du bas. Un
homme pesant 700 N grimpe jusqu’au milieu de 1’échelle et s’arréte. On suppose que le sol est rugueux et
que le systéme reste en équilibre statique.

Déterminer les réactions aux points de contact de 1’échelle avec le mur et le sol.

Ya
B

v
>

O A

Fig. 17a : Echelle sous ’action de plusieurs forces
Solution 2
On supprime les liaisons dans la figure 17b et on les remplace par les réactions correspondantes :

Fig. 17b : Représentation des forces agissant sur I’échelle isolée
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Condition d’équilibre de I’échelle isolée :
Equilibre de translation : Y F, =R, +Rg +P, +P: =0 (1)
i

Equilibre de rotation : ¥ M ,(F,)=ABARg +AGAP, +ACAP. =0  (2)
i

Nous avons aussi les relations suivantes :
0B 12

: — (—-20co0s(53.13)) (-12
sin(e)=—=—=08=>a=5313; AB= _ = ;
AB 20 205sin(53.13) 16

— (-10co0s(53.13)) (-6) — (-667c0s(53.13)) (-4 | - 0 )~ (O
10sin(53.13) 8 667 sin(53.13) 5.33 700 400
La projection de 1’équation (1) sur les deux axes donne les équations scalaires suivantes :
Re-Ru =0 (3)
R —700-400=0=R,, =1100N (4)
En développant 1’équation (2), on aboutit a :

-12) (Rg) (-6) (O -4 0 0
A + A\ + A =
16 0 8 -700) (533) \-400) (0O
16Rg +4200+1600=0=Ry; =3625N
En remplace dans (3), on obtient : R,, =3625N et on déduit: R, =115834 N
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Chapitre 111 : Cinématique des solides indéformables

Un solide indéformable (Sk), pour lequel on peut négliger toute déformation, est par définition composé
d'une multitude de particules, ou points matériels, dont les distances mutuelles sont constantes dans le
temps. On peut privilégier un point Ox et définir une base orthonormée b (X, Y, ,zx)liée au solide (S).
On fabrique ainsi un repére Ry (O, ,%x .Y, ,zx) li€ au solide (Sk). La position de ce repere par rapport a un
autre repere R; (O, X, Y,;,zi) est définie par 6 parametres ou degrés de liberté (ddl) :

e Trois (3) translations pour la position du point O ;
e Trois (3) rotations pour l'orientation de la base bk du repére Rk

Si ce solide est en liaison avec le repére Ri le nombre de ddl est inférieur a six (6).
I11.1. Mouvement d'un repere Rk par rapport a un repére R; fixe

Soit un repere R, (Oj, %, Y;,zi) Pris comme réference, repere dit fixe (appelé parfois
repére d'étude) et R, (O, ,%x.V,.zx) un repere dit mobile (par rapport a Ri et appelé parfois
repere de projection). Les deux repéres sont orthonormés directs.

Tout point de l'espace peut étre totalement repéré dans Rk et déduire ses composantes dans R;
ou inversement en connaissant le mouvement de R par rapport a R;.

Le mouvement du repere Rx est completement détermineée si :
e La position de son centre (ou origine) O est totalement connu dans R; ;
e L'orientation des axes de Rk est connu par rapport a ceux de Ri.
111.2. Repérage du centre Ok du repére R

Le repérage du point Ok centre du repére Rx est déterminé par les composantes du vecteur Q; O, liant
les deux centres des reperes dans Ri ou Ry, ceci se traduit par les relations suivantes :

—_—

Xi=0iOk-Xi Xk=0iOk-Xk
dans Ri: {y;=0;Ok.V; , dans Rk : {Yy,=0iOk.Y, (111.1)
2i=0iO0x-Zi 2x=0iO0k-Zk
Ri R

I11.3. Repérage de I'orientation des axes du repére R
Pour repérer l'orientation des axes du repére Rx on raméne ce repere en O; de telle sorte
que les centres O; et Ok soient confondues (O; =0y ) (Fig. I11.1). Le repére Rx est en rotation quelconque
par rapport au repere Ri, dans ce cas chacun des vecteurs unitaires (x,y,,zx) aura des composantes
dans le repére Ri, nous pouvons alors écrire :
Xk = 11X+ @12 ¥; + 2137
Ve =a21Xit a2Vt a2l (111.2)
Zx=anXitan¥;tassi
Sous forme matricielle :

Xk o11 Q12 Q13 Xi
Ye |[Z| a21 a2z a23 | XY, (1n1.3)
Zk 31 032 (33 Zi

a11 A12 13

La matrice A=| a21 a2 a2 | €St appelée matrice de passage de la base bx ou matrice de rotation.
31 (32 33

C'est plus précisément, la matrice qui permet de faire coincider les systemes R; et Rx.

Les éléments axi de la matrice A sont déterminés par :
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aik = Xi-Xk (1.4)
aik est la projection de la base by sur la base bi.
On passe de la base bi vers la base by par la matrice transposée A' de A :

a1l Q21 a31
t_
A=|lai2 an asz (11.5)

013 (23 033

0i =0k >V

)_C.f fk
Fig. 111.1 : Repérage de I'orientation des axes d'un repere
111.4. Angles d*Euler
Toute rotation peut étre considérée comme la suite de trois rotations élémentaires, autour de trois axes

particuliers, et d'amplitudes égales aux angles d'Euler (Fig. 111.2). Les angles d'Euler (qui sont en nombre
de trois : y, 6 et p) constituent un paramétrage de la rotation du repere mobile Rk autour d'un point O.

Fig. 111.2 : Définition des angles d'Euler

Nous allons passer du repére fixe R; au repere mobile Ri a l'aide de deux repéres intermédiaires Ri et R,
qui jouent un role pratique important et qui définissent les angles d'Euler. Dans le cas des angles d'Euler,
on considere que les centres O; et Ok des deux reperes sont confondus : (O; =0y ), ce qui signifie que le
repére Ri ne fait que des rotations par rapport au repéere Ri (Fig. 111.1).

Le repere Ri est definit par x,€(0;,X;,Y;) . lintersection des plans (O;,%;,Y;)et(Oi, Xk, V)
est appelée ligne des nceuds (Fig. 111.2). On passe de Ri a Ri par une rotation dangle w autour
Zi=71=X1AY, dite précession (Fig. 111.3).
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Yi
Vi -
X
4
4 -
» X
Zi=Z]

Fig. 111.3 : passage du repére R; vers R:
Par inspection de la figure 111.3, on obtient :

Xi=(Xi- X)X+ (Xi ¥V, +(Xi-71) 71

N - T T _ _ . - .
xi=cosV/xl+cos(1//+5)yl+cos(5)zlz>xi=005(px1—smgoy1+ozl,

- T _ - Ty o i o oo
yi=cos(5—1//)x1+coswy1+cos(5)21:>yi=S|m//x1+cosz//y1+Ozl,
Zi=171

Sous forme matricielle :

Xi| (cos(y) —sin(y) O

[

X
y, |=| siny cosy 0|y, (111.6)
7i 0 0 1 71
Ay

On peut aussi dresser le tableau suivant qui nous permet de passer d'une base a une autre:

r’ X1V, Zi
Xi | ¢ Xj2 g3
Vil oo ax» az
Zi | asz a3 A3
Les éléments aik du tableau sont déterminés, en utilisant la relation (111.4), comme suit :
a11= X1 X;. l'intersection de la premiére ligne de %, avec la premiére colonne de ¥; ;
a12=X1-y; . l'intersection de la premiére ligne de %, avec la deuxieme colonne de vy, ;
a13= X1+ Zi: lintersection de la premiere ligne de ¥, avec la troisieme colonne de 7; et ainsi de suite.
Remarquons que la rotation instantanée du repére R1 dans son mouvement par rapport au repére R; est :
AR/ Ri)=0\ =V =y I, (1.7)
Les repéres utilisés sont direct et le sens du vecteur rotation instantané y est celui de l'axe O—zI , dans le
sens positif (voir Fig. 111.2).
Le repere Ry est définit par x, = x;,7, =7k, X2 = ¥, A Z». On passe de Ri a R par une rotation d'angle 0
autour de ¥, = X, dite nutation (Fig. I11.4).

Z1
A
) =
0 2
6 -
>
)_C.]Efg

Fig. 111.4 : passage du repére Ry vers Rz
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De la méme maniére précédente on trouve :
X1= X2
Y, =0%X,+cosdy,—sinf7,
71=0%X,+sin@dy,—cosf7,

Sous forme matricielle :

X1 1 0 0 X2
Y. |=|0 cosd  -siné |-| Y, (111.8)
71 0 sin@  cosé ) |7,
Ag
Xi X1 X2
Vi|=A/| V1 |=A Aol Y, (111.9)
Zi Z1 Z2
Remarquons que la rotation instantanée du repére R2 dans son mouvement par rapport au repére Ry est :
Q(R/RI)=0=0=0% (111.10)
et R2 par rapport a Rj est :
BRI R)=D=y+0 =y L+ % (111.11)

Le passage de R> a Rk est repéré par une rotation d'angle ¢ autour de 7, =7, dite rotation propre et

—%)_C.g

Fig. 111.5 : passage du repére Rz vers R
On trouve la matrice de passage suivante :

2| (1 0 0 Xk
Y, |=|0 cosg  -sind |-| Y, (11.12)
75 0 sind  cos@ ) | 7,

Ap

Remarquons que la rotation instantanée du repére Ry dans son mouvement par rapport au repére R; est :
D=V +0+o=y L +05,+ 91, (111.13)

L’exposant point (.) représente la dérivée par rapport au temps de la grandeur considéreée.

Enfin et sous forme matricielle :

Xi X1 X2 Xk Xk
Yi =Ay Y =AM Yo A A Ay Y [= Al Yk (111.14)
Zi Z1 Z2 Zk Zk

On passe donc de R vers Rk par la matrice A = A,. Ao. A, :

24



Chapitre 111 : Cinématique des solides indéformables

COS COS @ —Siny Sin @cos @ - cosysing — siny cospcosd  sin,ysind
A=|siny cos + Cosy Sinpcosd - sinysing + CoSy COS ¢ CoSH - cosysind (11.15)
singpsin @ cosgsinéd cosé

111.4.1. Formules d'Euler
Les composantes du vecteur rotation instantané _éll dans les repéres R; et Rx sont données par les
formules d'Euler :
p, = @sin(@)sin(y )+ cos(y)
QI R;:{q,=-¢sin()cos(y )+0sin(y ) (111.16)
ri=@cos(0)+y

p, =y sin(@)sin(p)+dcos(p)
Q1 Re:1q, =y sin(@)cos(p)—Osin(p) (111.17)
r« =y cos(d)+¢
Pour trouver les composantes du vecteur €2 dans le repére Ry & partir de celles de R;, il suffit de changer
les rbles et de remarquer que I'on passe de Rk a Ri par une précession (-¢), une nutation (-6) et une rotation
propre (-y). La vitesse de rotation de Ry relativement & R; étant (—£2). En changeant donc : y en —¢, 6 en
O, pen—yety en —¢ 0 en —0,p en -y .
I11.5. Dérivation d'un vecteur dans un repére mobile

Considérons un repere fixe Ri et un repére Rx en mouvement par rapport a Ri. Si un vecteur A a des
composantes Ay, Ay, et A; et si on désigne par (% ,Y, ,zx) les vecteurs de base bk du repere mobile, on

aura dans le repere mobile :

A= AcXk+ Ay Y+ AL 7k (111.18)
Si nous dérivons ceci en considérons le mouvement des vecteurs x,,y, et z, nous obtiendrons la
dérivée de A dans le repére Ri, on écrira donc :

dA  dA, dAy . dA, dx dy, dZk
g Tv + + Kkt Ak— + A — + A, — 11.19
gt dt g Ve AT T AT T ATy (11.19)

Les trois premiers termes existeraient seuls si I'on avait considéré les vecteurs de base comme fixes, ils

. e = \ . dA .
représentent donc la dérivée du vecteur A dans le repére mobile :(dt . On transformera les trois
Rk
derniers en utilisant la formule de la base mobile :

B 0)g A %4 = Dl i (11.20)
Finalement :
dA dA ) _ d'A d“A =
— | == + A ouencore — =—+ A .21
[dt]R- (dtlk (2 d  dt (2
1

i A -
ddT représente la dérivée du vecteur A par rapport au repere fixe Ri.

k & -
d? représente la dérivée du vecteur A par rapport au repere mobile R.
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Ol désigne la vitesse instantanée de rotation (vecteur rotation instantané) du repére mobile Ry par

rapport au repere fixe Ri.
I11.6. Champ des vitesses d'un solide
A chaque point d'un solide (Sk) (Fig. 111.6), on peut associer son vecteur vitesse défini par :

V(A0 =2 (;Ak (111.22)

L'indice i est lié au repere fixe. Les deux points Ak et Bx appartiennent au solide (S).
(Sk) solide rigide => A, B, = Cte au cours du temps. Cherchons la relation entre \/' ( Ac) et V' (Bx ) -
D'apres la dérivation d'un vecteur :

. i k . .
Vl(Ak):%(OiAk):%(OiAk)‘i‘éL/\OiAk (11.23)
—i _di P _dk P —i D
v (Bk)—a(oi Bk)—a(oi Bk )+ 2 A Oi Bk (111.24)
. . kK . . -
Vl(Bk)_Vl(Ak):%(Oin_OiAk)+élk/\(0iBk_OiAk) (111.25)
. . k . .
V(B0 -V (A0 = S (AcB)+ i A (AB) (111.26)
or .
- _} dk
A« B =Cte danS(Rk):E(Ak Bk)=0 (111.27)
d'ou :

V' (BK) =V' (A + A A (AcBr) (111.28)

Oi ./Vi

Xi
Fig. 111.6 : Solide (Sk) en mouvement : relation entre les vitesses des points du solide

La relation (111.28) est une relation tres importante dans la cinématique, elle permet a partir de la vitesse
d’un point du solide de déduire la vitesse de tous les autres point du solide en connaissant la vitesse de

rotation du repére lié a celui-ci.
I11.7. Champ des accélérations d'un solide
A chaque point d'un solide (Sk), on peut associer son vecteur accélération défini par :

77i(Ak):g_tl(\7i(Ak)) (111.29)

Relation entre ;7i(Ak) et 77i(|3k) :
On sait que : V' (B ) =V ( Ac) + i A (AxBx ), donc :

7 (B0 =47 (A + S (B A (ABY) (111.30)
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i d' /i d'y iy oo a4
7' (B)=— (V' (A)) + - () A AcBk + D A ——(AcBy) (11.31)
dt dt dt

or.
di dk R i . i .
E(AkBk)=E(AkBk)+é:(/\AkBkzéL/\AkBk (111.32)

0

d'ou :
N R di - _ L —
7I(Bk):7l(Ak)+a(QL)/\AkBk+_(2:(/\(_(_):(/\AkBk) (111.33)

I11.8. Torseur cinématique

Le torseur cinématique a pour role de caractériser complétement le mouvement d’un solide
par rapport au repére R;j en ce qui concerne les vitesses. Il permet de représenter de facon pratique
le champ des vitesses d'un solide indéformable et donc décrire les comportements de translation et
de rotation d'un tel solide, en général dans un repére orthonormé direct.

Soit {T}Bk  le torseur cinématique au point B , il est défini comme suite :

to}
{T}Bk—{ﬁ. . _ ﬁ} (111.34)
V'(B)=V'(A )+ 2 AAB]

Application 1
Considerons une barre homogeéne d'épaisseur négligeable, de longueur L et de masse m en rotation
autour de I’axe Oz avec vitesse de rotation, w, constante (Fig. 111.7).

On prendra le repere mobile Ry (O, X1, y1, 1) comme repere de projection.

1. Déterminer la matrice de passage de Ry vers R.
2. Déterminer, par rapportaR (O, X, Y, ), les vecteurs vitesse et accélération du centre de masse C.
¥
X

S dx

<y

EM

Y

Fig. 111.7 : Barre en rotation autour d’un axe fixe Oz.
Solution 1
1. On détermine la matrice de Ry passage de vers R en exprimant les vecteurs unitaires de R1 en fonction
de ceux de R. La projection de la base b;(X,;,y;,Z;) surlabaseb(X,y,Z), donne :

X, =cos(a )X +sin(«)y+0z
Y, =cos(« )y —sin( « )X +0Z
,=1

On peut donc écrire :
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X1 cos(a) sin(a) 01X
Vi, |=|cos(a) -sin(e) O ||y
Z 0 0 1)\zZ
PrioR
2. Le vecteur vitesse rotation de la barre est donné par : _@2 =al=q7 (a,=aeta,=a,=0)etle

. — L
vecteur position du centre de masse C : OC = > X1

La vitesse du point C par rapport a R exprimée dans R est :

Ll ro
d(oc)) [d(oc SENRHERN
V(C)/g = (OC)| _|a(oC) +OR AOC =|0|+|0 [A]O |=|=a
dt dt ' ,
R 0 a 0
~ L.
V(C)/R:Ea Y1
L’accélération du point C par rapport a R exprimée dans Ry est :
0 _Edz
d(v d(v o L 2
7(C)p =| AVLCD | _[dVIC) + AR AV(C)=|0|+|0 [A|Za|=| 0
dt " dt ! . 2
Ri 0 a
0
- L.
7/((:)/R—_5052 X1

111.9. Mouvements particuliers fondamentaux
111.9.1. Mouvement de translation

Un solide (Sk) lié a un repere R est dit en translation par rapport a un repere R; si les axes de Rg garde
une direction fixe par rapport a R au cours du temps (Fig. 111.8).

Puisque le vecteur O, A, =Cte On obtient alors :
@=0
Vi (A)=Vi(0)
\V ik( Ay ) : vitesse du point A¢ appartenant a (Sx) par rapport a R;.
Dans un mouvement de translation, tous les points du solide (Sk) décrivent les méme trajectoires a
chaque instant ils possedent des vitesses et des accélérations égales en module et en direction, le vecteur

rotation est nul.
Le torseur cinématique (torseur des vitesses ou distributeur de vitesses de Sk) est un couple :

—j ~
=0
TVk/i:{ i (111.36)

Remarquons que les notions de vitesse et d'accélération du solide n'ont de sens que pour le mouvement
de translation seulement.

Dans tout les autres cas, comme on le verra, les points du solide se déplacent avec des vitesses
et des accélérations différentes et pour ces mouvements les expressions vitesse du solide ou accélération
du solide n'ont pas de sens.

(111.35)
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O;’ 5} Xk

1

Xi
Fig. 111.8 : Solide (Sk) en mouvement en de translation par rapport a R;
111.9.2. Mouvement de rotation
Un solide (Sk) lié a un repére Ry est dit en rotation par rapport a un repere Ri si un axe de Ry reste fixe a
tout instant dans R; (Fig. 111.9).

| e7,0U7, 6t O\ =y 7=y 7 -

Vi(1)=V"(0)+ @ A0kl =0 (111.37)
— e e
=0 =0(al ok!)
V' (A + O A 1A (111.38)
Dans un mouvement de rotation le torseur cinématique est équivalent a un glisseur :
=i
Q0
Tuei =1 - (111.39)
Vi(1)=0, lezi=7

L'axe central A (R«/Ri) du glisseur est appelé axe instantané de rotation de Rk par rapport a Ri.

Calculons l'accélération du point Ax :

i d', i d', - — ;i d,—
=— =+ + - 111.40
7 (Ac) dt(V(Ak)) dt(Qk)/\lAk QkAdt(lAk) ( )
or.
4 =8 (A + (A A 1A avee O (1an)=0 (111.41)
dt- < g k K de - '
donc :
7'(Ak>=+%(@L)A|Ak+@LA(@LA|Ak) (11.42)
mais :
A OAIA) = (D4 1A) = 1A (D - D) =—1Ac - (D - D) (111.43)
_—
=0( 2} L1A)
d'ou :
~j —_— ~i 2 d, _; — i i
7' (A= 1A () + 5 (DA A 7n(A) + 7i(A) (111.44)

Normale  Tangentiele
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Fig. 111.9 : Solide (Sk) lié @ R« en mouvement en de rotation par rapport a R;

111.9.3. Mouvement hélicoidal

Un solide (Sk) lié a un repere Rg est animé d'un mouvement hélicoidal par rapport a un R;i (Fig. 111.10),
Si :
e Un axe de Ry reste en coincidence avec un axe de Ri.
e L'angle y qui repére la rotation autour de I'axe commun de R par rapport a Ri, est proportionnel a la

cOte z qui repére le déplacement du point Ok par rapport au point O; :

e Un point Ax, de (Sk), en mouvement sur une trajectoire hélicoidale dans Ri, décrit une hélice droite,

dessinée sur un cylindre de rayon ‘ok Ak‘ =a.

Les coordonnées cartésiennes du point Ax dans Ri sont données par les equations paramétriques en
fonction du temps sous la forme suivante :
x=acos(y); y=asin(y); z=by (111.45)
avec : a et b sont respectivement le rayon et le pas réduit de I'hélice (b = h/2x, h est le pas de I'hélice).

Si on suppose que :Q;Ox =z 7i = z 7k » le vecteur position du point Ak est alors donné dans R par :

Ol Ac=aXk+z7k=axk+bw i, (111.46)
le vecteur vitesse par :
V(A)=a(y A%, )+by Z,=ay §, +by 7, (111.47)
et le vecteur accélération par :
7(A)=—ay’X, +ay Y by Z, (111.48)
Zi=Zk

Xi

Fig. 111.10 : mouvement hélicoidal de Rk par rapport a R;
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111.10. Mouvement composé du point matériel

Examinons le mouvement composé du point M, se déplagant par rapport au systeme de référence mobile
Rj(Oj.%;,¥;,Zj), qui se meut a son tour d'une maniere arbitraire par rapport au systeme de référence
Ri (Oi,Xi.V;,Zi)considéré comme fixe (Fig. 111.11).( X; Y ,Zj) sont les vecteurs unitaires du systéme
mobile et (X;,Y;,Z7;)ceux du systeme fixe.

On qualifiera d'absolu tout ce qui est relatif a Ri (repére absolu) : mouvement, trajectoire (1), vitesse du
point \/,(M)=V(M / Ri)=V'(M), accélération 7,(M)=7'(M); et on qualifiera de relatif ce qui est
relatif a Rj : mouvement, trajectoire (I), vitesse V (M Y=V(M / Rj) =vI(M) accélération
7e(M)=71(M).

Pour déterminer les relations de composition de mouvement, il suffit d'exprimer le vecteur position sous
la forme :

OiM =0;0;+0;M (111.49)
Il faut ensuite dériver par rapport au repére Ri. On utilise la relation (111.21).

X
Fig. 111.11 : Composition du mouvement

111.10.1. Composition des vitesses
La vitesse du point M par rapport a R; est par définition :

d'(0M)_d'(0:0))  d'(0;M)

V(M /Ri)=vV (M)= St ™ ot (111.50)

gy GIOM)

vV (M)=v'(0j)+ m +02; AO;M (111.51)

V'(M)=v'(0))+V(M)+ 02} AO;M (111.52)
Finalement :

VI (M)=yv! (M)+V;(M) (111.53)
ou encore .

Va(M)=V . (M)+V (M) (111.54)

v (M )=V .(M) : vitesse absolue : c'est la vitesse du point M pour un observateur li¢ a Ri;

v (M )=V (M) : vitesse relative : c'est la vitesse du point M pour a un observateur lié¢ a Rj;

\7ij (M ):\7‘(oj )+_(§ij A OJ—M =V.(M) : vitesse d'entrainement : c'est la vitesse a I'instant t par rapport
a Ri du point lié a R; coincidant avec M a l'instant t.

_(jij : vecteur rotation instantané du repére R; par rapport R;
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Propriétés du vecteur v/, (M )=v/,(M )
V| (M) ==y (M )antisymétrique par rapport aux indices.
Vi(M)=V{(M)+V, (M)
111.10.2. Composition des accélérations

Pour calculer I'accélération 7'(M ), nous dérivons chaque terme par rapport au temps de I'équation
(111.51) :

(M ):di(\7iE|V|)):di(\7i(Oj))+di(\7j(M))+di(f2ij’\oj—'v')

d dt dt dt (111.55)
or: _ _
T @M (g 2 GIM Y =7/ (M) + (2} AV (M) (11.56)
d(3A0M) d(B) —— . di(O;M)
o R A(OJ-I\/|)+(Q,-)A—OIt
i ——i_ . _ j_—M> _ .
=d(Q’)A(o,-M)+(@'1)A(M+<@',-A01M» (111.57)
dt dt
d' (3 o - - L——
- (df‘)A(o,-M>+(@'1>A(\7’(M)+<f.z',-AojM»
V0D _5i(0,) (11.58)
En remplacant dans I'équation (111.54) on obtient aprés un simple calcul :
. . . di(ad) —. . . o
77|(M)=7J(M)+7I(Oj)+%/\(OjM)+(élj)/\([_jlj/\OjM)+2_Qlj/\\7](M) (111.59)

(™)
77i(M )=7,(M) :accélération absolue ;
;7’1(M )=7,(M) : accélération relative ;
;7ij(M )=7.(M) :accélération d'entrainement ;
2_Qij AVI(M) : accélération complémentaire ou de Coriolis.

Application 2

Un point matériel est en mouvement, avec une vitesse u, le long de la droite OA = L, qui tourne dans le
plan Oxy autour du point O avec une vitesse angulaire de rotation, w = 0¢, constante (Fig. 2). Le vecteur
vitesse U est porté par I’axe Oxi du repére mobile R: (O, x1y1z1) lié a la droite OA. On prendra le repére
relatif R; comme repere de projection.

1. Faire une figure a ’instant t (Indiquer les différentes vitesses du point M et les axes du repere R1).
2. Déterminer, par composition de mouvement, la vitesse et I’accélération absolue du point M.
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Solution 2
1.

Fig. 13
2. La vitesse du point M par rapport au repere fixe R exprimée dans le repére R1 est égale :

V(M) g =Va(M) =V, (M) +Vr (M)
La vitesse relative (Fig. 13) est donnée par :
1AM 1, o
d*(OM ): d x;X; WK

V.(M)= -
r( ) dt dt 1
ou tout simplement, d’apres les données de 1’exemple :
V.(M)=ux,
La vitesse d’entrainement est donnée par :
0 X4 0
V.. (M)=V(0)+@AOM =|0 [A|0 |=]|adx, |=adxy,
H_/
0 a 0 0
Donc :

V(M) =% + 6%, ¥, et V,|=4u®+(cx, )?

D’apres la relation (I11.59), I’accélération du point M par rapport au repére fixe R exprimee dans le
repére Ry est égale :

y N y d(o) —— » P o
;/'(l\/l)=7J(M)+7/'(Oj)+T]/\(OjM)+(_Qlj)/\(!2lj/\0jM)+2_(2'j/\VJ(M)
7i(m)

u) (0} (0) [(0Y) (0) (x 0) (u
7 (M)=[0[+]0[+]|0[+[[0 [A] 0 |A]O [|+2[0 |A|O
0) (o) (o ¢) \a) O a) 0
i) (0) (0 0 u) (-a’x,) (0 U—d?x,
7(M)={0|+|0 |A] ax, |+|2ax |=|0 |+|0 +| 20u | =| 26
0) &) (0 0 0) (0 0 0

ou encore, on prend la dérivée par rapport au temps de la vitesse absolue : \7a( M) =uUX; +ax,y; , cequi
donne :

4R 1) (0 0 —a u —a’x, | [u-a®x
E(\7a(|v|)):uo+0zu+ozu1+xlo =|ug |+|ua =| 2ug
0) (0 0 0 0 0 0
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Chapitre 1V : Géomeétrie des masses

Dans tout mouvement du corps solide, il est essentiel de connaitre le mouvement d’un point
remarquable du corps solide, appelé centre d’inertie (ou centre des masses).

Nous avons besoin de formuler le concept de masse, qui associé ultérieurement a une géométrie et une
cinématique données, permet de mettre en place les concepts cinétiques qui apparaissent dans les lois de
la dynamique.

L’intérét de cette partie est de nous permettre de connaitre un certain nombre de données sur la
répartition des masses des systemes. Nous, nous intéresserons a la détermination :

e des centres de masse du solide
e des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport a des axes et aux tenseurs d’inertie des solides
quelconques dans différents repéres.

L’opérateur d’inertie sert a caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier par la suite,
un mouvement quelconque de celui-ci.
IV.1. Masse d’un systeme matériel

Soit un systeme (S) et un point courant P € (S). La masse de systeme (S) est une quantité scalaire
positive invariable en mécanique classique. Elle fait référence a la quantité de matiere contenue dans le
volume de ce solide.
IV.1.1. Systémes discrets

La masse d’un systéme discret est la somme de n points matériels discrets de masse m;

m=yr, m (1IV.1)

IV.1.2. Systémes continus

Si le systeme est continu, la masse du systéme s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue :

= f(s) dm(P) (IV.2)
L’¢élément dm (P) est la mesure de la masse au voisinage du point (P)
Si le systéme (S) est :
e Volume:

m= [, p(P)dv (1V.3)

p(P) est la masse volumique au point (P) et dv un élément de volume du solide (S)
e Surface : (une surface est négligée par rapport aux autres dimensions)

m= [. a(P)ds (1V.4)
a(P) est la densité surfacique au point (P) et ds un élément de surface du solide (S).
e Linéaire : (deux dimensions sont négligeables devant la longueur)

m = fL A(P)dl (IV.5)
A(P) est la masse volumique au point (P) et dl un élément de longueur du solide(S).

IV.2. Centre d’inertie d’un solide
IV.2.1. Définition
On appel centre d’inertie d’un systéme (S) le point G défini par la relation :

Joe(s) GPdm =10 (1V.6)

ou P € (S) definit par : OP = x% + yy + zZ et 0G = XcX + yGy + ZGZ
Soit (0, X,y, Z) un repére orthonormé ou on peut écrire : OP = 0G + GP

OPdm = 0Gdm + fpe(s) GPdm (IV.7)

=0

fPE(S) fPE(S)

Alors, nous aurons :
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—_— —_— 1 —_—
fpe(s) OPdm ouencore 0G =—[, . OPdm (1V.8)

06 =—
fpe(S) dam
ou 'opérateur [ représente [[f  ,ff. ouf ~ou) selonle cas.

Les coordonnées du centre d’inertie G dans le repere orthonormé (0, X, y, Z) sont :

Jpesy¥am 1
X = W = ; Pe(s)x dm (|V9)
Jpesyyam 1
Y —W—; Pe(s)ydm (|V10)
f zdm
2 = ;e(S) ; =% PE(S)de (Iv.11)
pe(s) ¢
Remarques

Si (8) un solide homogeéne présente :

- Un plan de symétrie matériel (ou un axe de symétrie matériel), alors son centre d’inertie est situé sur
ces éléments de symeétrie.

- Un centre de symétrie, alors le centre d’inertie est ce point.

IV.2.2. Centre d’inertie d’un systéme composé
Si nous notre systéme est un systéme composé, on détermine le centre d’inertie de chaque élément du
systeme puis on détermine le centre d’inertie G du systéme.

— o1 XM
xg =50 (IV.12)
_ 2?:1 yim;
Yo = S omg (IV.13)
_ it zm
Zg = >y (VI1.14)
ou x;, y;i, z; sont les coordonnées des points G;.
Résumeé
Le solide La masse specifique | La masse Le centre d’inertie
Ligne L Masse linéique 1
Elément dl dm = A.dl m= A_f dl 0G = Z'f OP.dl
L L
Surface S Masse surfacique
z —_— 1 —_—
Elément ds dm = o.ds m:a_ﬂds OGZE'H OP.ds
S S
Volume V Masse volumique
4 —_— 1 —_—
Elément dv dm = p.dv m:p_ﬂ dv OG:VﬂfOP'dU
%4 %4

IV.3. Moment et produit d’inertie d’un solide
IV.3.1. Moment d’inertie de (S) par rapport un point
Le moment d’inertie d’un solide (S) de masse m par rapport a un point A (Fig. IV.1), s’écrit :

14(S) = [, ;0. (AM)? dm (1V.15)
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Fig. IV.1 : Moment d’inertie de (S) par rapport un point et par rapport a un axe

IVV.3.2. Moment d’inertie de (S) par rapport un axe (A)

On appelle moment d’inertie du solide (S) par rapport a un axe (4) de vecteur unitaire 1, (Fig. IV.1), la
quantité positive :

14(S) = [,y (AM)? dm = [, .. (r)?dm (IV.16)

r étant la distance entre I’élément de masse dm et I’axe (A).
IVV.3.2.1. Expression analytique des moments d’inertie

De fagon générale, un moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un €lément géométrique (point,
droite ou plan) s’exprime par I’intégrale sur (S) d’une distance au carré affectée de la masse dm. La
distance étant celle entre I’élément géométrique et le point courant M parcourant le solide(S) (Fig. 1V.2).

Ainsi, si M(x,y,z) € (S) est un point courant du repere orthonormé(0, X, y, Z), alors :
e On appelle moment d’inertie par rapport a un point O :

Iy, = J X+ y*+2z%dm
(v.17)
e On appelle moment d’inertie par rapport aux axes :

Axe Ox 1A =lo, = [, (¥* +2%)dm (1V.18)
Axe 0y :B = Ip, = [, (x* +z*)dm (1V.19)
Axe 0z :C =lIp, = [ (x* +y*)dm (1V.20)
e On appelle moment d’inertie par rapport aux plans :

Plan (yOz) : A" = I,,9, = [, x*dm (1IV.21)
Plan (xOz): B' = I0, = [, y*dm (1V.22)
Plan (xOy): C' = Io, = [, z*dm (1V.23)

ty

o

x
¥

Fig. IV.2 : Moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un élément géométrique

Remarques
o [p=A"+B'+ C' = Somme des moments d'inertie par rapport aux plans.
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1

o [y, = > (A + B + C) =1/2 Somme des moments d’inertie par rapport aux axes.
e Tous les moments d’inertie sont des quantités positives exprimées en [ kg. m?] (ils sont tous calculés en
fonction de la masse du solide et d’une distance au carré : m.d?).

IVV.3.3. Produit d’inertie d’un solide

On appel produit d’inertie d’un solide par rapport aux plans de coordonnées associés deux a deux, les
quantités algébriques suivantes :
e Par rapport aux axes Oy et 0z :

D=1Iy,=[, yzdm (1V.24)
e Par rapport aux axes Ox et Oz :

E=1,= fs xz dm (IVv.25)
e Par rapport aux axes Ox et Oy :

F=ly=J xydm (1V.26)
Remarque

Les produits d’inertie sont des quantités de signe quelconque exprimés en [Kg.m?] (ils sont tous
calculés en fonction de la masse du solide et d’un produit de deux distances).
IV.4. Matrice (ou tenseur) d’inertie d’un solide (S) en un point O

La matrice (ou tenseur) d’inertie s’écrit sous la forme suivante :

A —-F -E
[1(5)]R(Om§) = —g BD —CD (1V.27)

Avec : A, B et C : Moments d’inertie par rapport aux axes (0,%) ; (0,y) et (0, Z) respectivement et D,
E et F : Produits d’inertie.
L’autre notation de la matrice d’inertie :

on _Ixoy _Ixoz
[I(S)]R(O,J?,y’j) = [~ Ixoy Loy —Lyoz| =
_Ixoz _Iyoz Ioz
|”S (y*+z%).dm - [ xy.dm — [, xz.dm ]|
| — [, xy.dm [0 (x*+2z%).dm - [ yz.dm | (1Vv.28)
| — [, xz.dm — [, yz.dm [ (x? +y2).dm|

IV.4.1. Propriétés de la matrice d’inertie
IV.4.1.1. Solides présentant des plans de symétrie

Certains solides présentent des formes particulieres admettant des plans de symétrie par rapport aux
axes du repére R(0,X,y,Z) choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits d’inertie sur les deux
autres plans sont nuls :

(xQy) plan de symétrie matériel (le point P (+z) est symétrique du P (-z)) ==>1I,, =1, = 0

(yOz) plan de symétrie matériel (le point P (+x) est symeétrique du P (-X)) ==>1,, = I, = 0
(xOz plan de symétrie matériel (le point P (+y) est symétrique du P (-y)) ==>1,, = I, =0
IV.4.1.2. Solides présentant un axe de symétrie

Soit 0X un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse dm du solide ayant
une coordonnée (+x) nous pouvons lui associer un élément dm symétrique par rapport a ’axe OX et de
coordonnée (-x) de telle sorte que: I, = I, = 0.

On remarque de la méme maniére que précédemment, I’axe OX est un axe principal d’inertie.

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de 1’axe.
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IV.4.1.3. Solides a symétrie de révolution autour de I'axe Oz :

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cone, etc....), la masse est
répartie de fagon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution OZ dans un repére
orthonormé (0,%,y,Z) . Tout plan passant par ’axe 0Z est un plan de symétrie ; en particulier les plans
(xOz) et (yOz), donc Ly =L,=1L,=0
Remarques

1. Tout repére orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle du solide,
est un repére principal d’inertie du solide.

2. Tout repere orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle du solide, est
un repére principal d’inertie du solide.
Si le solide admet des plans de symétrie :
e Si (0,x,y) est un plan de symétrie matériel alors tout axe perpendiculaire & ce plan est un axe
principal d’inertie particulierement ’axe Oz :

E=ly,=[ xzdn=0etD=1,= [ yzdn=0 (1V.29)
e Si(0,y,z) est un plan de symétrie matériel alors on aura de méme :

E=[ xzdm=0etF=1IL,=[ xydm=0 (1V.30)
e Si(0,x,z) plan de symétrie alors :

F=[ xy.dm=0etD=[ yzdm=0 (1V.31)

Si deux plans parmi les trois (0,x,v),(0,z,y) et (0,x,z) sont des plans de symétrie alors les trois
produit d’inertie D, E et F sont nuls.

Si Oz est un axe de révolution pour le solide (S) alors les moments d’inertie A et B par rapport aux axes
(0,x) et (0, y) sont égaux et les trois produits d’inertie sont nuls.
Application 1

Déterminer le centre d’inertiec et le tenseur d’inertic en O relativement au repere orthonormé
R (0,X%,y,Z) d’une barre rectiligne de masse m et de longueur L et de densité linéaire A (Fig. 1V.3).

-
A

-L2 0 L2

»

4 B :
dy :

X

Fig. IV.3 : Barre rectiligne
Solution 1
1. Nous avons un systéme linéaire (x =z = 0). On remarque aussi, d’apres la figure IV.3 que le point O,
origine du repére, est un centre de symétrie de la barre et ¢’est donc son centre de masse.

G = (0,0,0)
On peut aussi utiliser la définition des coordonnées de centre de masse (éq. 1V.10). On remarque que
I’axe Oy est un axe de symétrie matériel (on peut imaginer une épaisseur faible de la barre devant sa
longueur L), le centre de masse se situe donc sur cet axe et on obtient :

1
Y = fPE(S)ydm_/’[LfL/Z dm = — fL/zy/’{d [ y] L/Z

2. Le systeme est lineaire (x = z = 0) ==> lyy = Ixz = ly; = lyy = 0. Aussi, les deux axes Ox et Oz jouent le
méme rdle vis a vis du solide, alors Iy = I;. On obtient :
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L/2 1 M2 a3 12
Ixx:lzz:fpe(s)y2 dm:f_L/zyz/ldyz/l[gyB] ==

-2 12 12
La matrice d’inertie au point O est donc définie par :

L o o]
| 12 |
10=|O 0 O|
lo 0 mL?

12
IV.5. Cas d’un solide complexe composé de solides élémentaires

Dans certain cas, il peut étre intéressant de faire une partition d’un solide en solides élémentaires dont
les matrices d’inerties sont simples a calculer ou connues (Fig. IV.4).

o (D)]r = [Toesy], + [Tocsyl, — logsn] (IV.32)

[

-

|
|
|
I

~

S, S2

/

Fig. IV.4 : Solide complexe composé de solides éléementaires
IV.6. Transposition des propriétés d’inertie en un autre pole : Théoreme des axes paralléles (ou
Théoreme de Huygens)
On connait la matrice d’inertie de (S) dans le repére(G,X,y,Z). G est le centre d’inertie de (S) (Fig.
IV.5).

A  —Fz —Eg
[1(5)]G =|—F¢ B —Dg
L Z
Dip—:f

Fig. IV.5 : Théoréme des axes paralleles
On veut calculer la matrice d’inertie de (S) [I(S)]o dans le repére (0, x,y, Z) en fonction de [I(S)]G' On

donne :

Xe X X1
0G = (y6>; OM = <y> etGM = <Y1)
Z¢ z Z1
Ona:
xXg + X1
OM =0G + GM = <YG +Y1>
Zg + 7,
e Le moment d’inertie par rapport & (G, %) : Ag = [ (yf +2).dm
e Le moment d’inertie par rapporta (0,X) : A = [ (y* + z°). dm (par définition).
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A= f &2 + 2. dm = f (51 + Y6)? + (21 + 26).dm
S S

= f (v + z?).dm + f (Y& +z%).dm + 2.yGf yi.dm + 2.ZGJ Z;.dm
S S S S
Le point G étant le centre d’inertie du solide (S), il est défini par la relation

fy GM=0 > [, xp.dm= [, yp.dm= [, z.dm=0
On aura donc :

A= [0 f+zD).dm+ [ (¢ +28).dm » A=A +m(y¢ + z¢)
De méme : B = B; + m(x2 + z&) et C = C; + m(xz + y2)

D =DG +m.yG.ZG, E =EG +m.xG.ZG etF =FG+m.XG.yG

On adonc :
e Pour les moments d’inerties :
A=A +m(y2+2z%),B=B; + m(x+2z%)etC=C;+m(xz+y2 (1V.33)
e Pour les produits d’inerties
D=D;+m.y;.z;, E=E;+m.x;.z; et F=F;+m.x;.y; (IvV.34)

Le théoreme de Huygens est tres pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie d’un solide
dans n’importe point O de I’espace centre de repéreR(0,X,, Z), en connaissant le moment d’inertie au
centre d’inertie G de coordonnees (x., V¢, Zg) par rapport au méme repere.

Application 2

Connaissant la matrice d’inertie de la barre de I’exemple 1 au point O et par rapport au repére
R (0,%,y,7) dont lorigine passe par le centre d’inertie, trouver la matrice d’inertie de la barre au point A
origine du repére R, (A, X4, V., Zs).

Solution 2
Les axes des deux repéres sont paralleles (Théoreme de Huygens) et I’axe Aya = Oy. On obtient :

Moments d’inertie :
mlL? 2 miL?

IxAxA =L, +m(y§ +Z(2;) =?+m:=7
Lyiya =Ly +mx¢ +2)=0+0=0
Produits d’inertie :

Leyys = Loy + m(xgys) =0
Liyzy = Lz + m(xgz5) = 0

IszA = Izy + m(ZGyG) =0
La matrice d’inertie au point A est donc définie par :

= ZAZA

™ 0 o]
I—l() 0 0|
=

| mL2|

lo o =]

3
IV.7. Transposition des propriétés d’inertie a d’autres directions — VVariance tensorielle

Lorsque la matrice du tenseur d’inertie d’un solide est connue dans un repére R(0,X,y,Z) et qu’on
désire I’obtenir dans un repére orienté différemment R (0, X;,y, Z;) (Fig. IV.6), tout en restant au méme
pdle O, on applique les propriétés de variance tensorielle du tenseur d’inertie.

En effet, Si le tenseur d’inertie lo (S/R) est connu dans le repéreR(0,X,y,Z2), le tenseur d’inertie lo
(S/R1) peut s’exprimer par :

Io(S/Ry) = Phgalo(S/R)Propr (1V.35)

Avec : P est la matrice de passage de R a Ry et P' sa transposée.

Inversement, peut écrire :

Io(S/R) = P1€1—>R10 (S/R1)Prir (1V.36)
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A

Fig. V.6 : Transposition des propriétés d’inertie a d’autres directions.

Application 3

Considérant la barre de la figure I'V.6, en rotation autour de ’axe Oz = Oz;.

Déterminer la matrice d’inertie par rapport au repére R(0, X,y, Z).

On donne la matrice d’inertie au point O par rapport au repere R(0, X4, V;, Z,) lié a la barre :

0 O 0

[ mlL? ]

I 3 I

| mi?|

0 o —

Solution 3
La matrice de passage du repére Ry au repére R est :

cos(a¢) sin(a) O
Pg, g = |—sin(a) cos(a) 0
0 0 1

La matrice d’inertie au point O par rapport au repére R(0, X,y, Z) est donnée donc par :
Io(S/R) = Pg1—>RIO (S/R1)Pri-r

[0

S cos(a) —sin(a) 07|
Iy (E) = |sin(a) cos(a) ]|0

0 0 |
|0
) ) ]

0 —Tsin(a) 0

I,(S/R) =10 mTLZcos(a) 0
0 0 mlL?
I , N

- % sin?(a)
Io(S/R) = |- Tzsin(a)cos(a)
0

|

mlL?

0

cos(a) sin(a)
—sin(a) cos(a)
0 0

2

- m—sin(a)cos(a)

3

m 2
Tcosz(a)

0
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m. |
3 0 |[—sm(a)

mi?|

|

sin() 0
cos(a) O
0 1
0
0
1
0
0
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Chapitre V : Cinétique du Solide

Chapitre V : Cinétique du Solide

La Dynamique utilise des grandeurs physiques particuliéres, appelées grandeurs cinétiques, qui sont des
combinaisons de grandeurs cinématiques (déplacements, vitesses, accélérations) et de grandeurs liées aux
masses d'un systéme et a leur répartition dans I'espace (centre de masse, tenseur d'inertie). "La cinétique
est le trait d'union entre la cinématique et la géométrie des masses".

V.1. Définitions des grandeurs cinétiques

Dans la suite de ce paragraphe on va défini la quantité de mouvement et le moment cinétique d'un :
Point matériel, et d'un systéme matériel continu ou discrets.

V.1.1. Point matériel
V.1.1.1. Quantité de mouvement

Soit V°(M )le vecteur vitesse d'un point M ayant une masse m en mouvement par rapport a un repére

orthonorme fixe R, (O, X, , Y, ,Z, )- On appelle quantité de mouvement du point M la grandeur vectorielle :

P =mV%(M) (V.1)
V.1.1.2. Moment cinétique

On appelle moment cinétique du point M, le moment par rapport a un point quelconque A de la quantité
de mouvement :

9= AM AMV°(M) (V.2)
V.1.2. Systéme matériel continu
V.1.2.1. Résultante cinetique

La quantité de mouvement d'un systéme matériel continu (S) en mouvement par rapport a un repére
orthonormé fixe R, (O, X, , Y, ,Z, ) est donnee par:

F® = [V°(M )dm (V.3)
S

V.1.2.2. Moment cinétique
Le moment cinétique d'un systéeme matériel continu (S) en un point A quelconque de I'espace rapport au

repere Ro, G p g, = &4, est donné par le moment de la quantité de mouvement en A :

Garn, =&%=£m/\\7°(M)dm (V.4)

Remarque
Si le systéme est discret, les intégrales son remplacés par le symbole somme, c.a.d. P = Zmi\7( M; )et
i

G =Y AM; AmV(M;) . dm dans les équations (V.3) et (V.4) est un élément de masse de (S).
i

V.2. Torseur cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre d'inertie G, en mouvement par rapport a un repere fixe Ro.
Soit M un point de ce solide et deux points A et B quelconque de I'espace mais connus dans le repére Ro.
Par définition, le moment cinétique aux points A et B est donné par :

&% =[AM AVO(M )dm et 5% =[BM AV°(M )dm (V.5)
S S
d'ou la relation entre les moments cinétiques en A et B :
59—5%=[(AM —BM ) AV?(M )dm = [ AB AV°(M )dm = AB A P° (V.6)
S S

Le moment cinétique obéit donc a la loi du transport des moments, nous pouvons alors construire un
torseur cinétique dont les éléments de réduction sont : la résultante cinétique et le moment cinétique :

po
[Cla ={qo} (V.7)
Oa
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V.3. Calcul de la résultante cinétique
Soit un systeme matériel (S) de masse m et de centre d'inertie G, en mouvement par rapport a un repére
orthonormé fixe R, (O, X%, ,V, ,Z, )- Quel que soit le point M e (S )nous avons par définition :

i (OM 47 (OM) 4 (V.8)

P = [V?(M )dm j
S
On suppose que les condltlons de régularité permettant d'intervertir l'ordre de sommation et de
dérivation sont remplies :
~, d° d®
po =—jOMdm ——(mOG) (V.9)

La masse etant invariante en mécanique Galiléenne, il vient :
P° =mV°(G) (V.10)

La quantité de mouvement systeme matériel (S) est égale a la quantité de mouvement du centre d'inertie
G affecté de la masse totale du systeme.
V.4. Théoréme de Koénig

Etudier le mouvement d'un systeme (S) autour de son centre de masse G, c'est I'étudier par rapport a un
repere Rs (ou Rg) centré en G et dont les axes ont des directions fixes (en pratique paralleles) par rapport
au repére initial orthonormé fixe Ro. Ce repere Rs est appelé repére de Koénig. Le repére Koénig (appelé
aussi repére barycentrique) est donc en translation permanente par rapport au repere de base Ro (Fig. V.1):

Q(Rg /Ry )= =0 (V.11)

Zg

X0
Fig. V.1 : Repére de Koénig Rs en translation par rapport au repére Ro.
Nous allons chercher une relation entre le moment cinétique du systeme en G dans son mouvement par
rapport a Ro et le moment cinétique du systeme en G dans son mouvement par rapport a Rs.
Soit M un point du systéme matériel. Par définition, le moment cinétique en G par rapport a Ro est :

O-G—IGM AV(M )dm = jGM A(VO(G)+V>(M ))dm (V.12)

JG—(IGMdmj/\V (G)+jGM AV S(M )dm (V.13)

or: jGMdm =0, car G est le centre d'inertie du systeme matériel, et par définition :
S

G5 = jGM AV S (M )dm (V.14)
Onadonc Iegallte :

56 =66 (V.15)
Enun point A quelconque de I'espace nous aurons par la loi de transport des moments (ég. V.6):

O'A JG+AG/\mV (G)Z>(7A—O'G+AG/\mV (G) (V.16)

Cette derniére relation est appelée le théoréme de Keenig.
V.5. Moment cinétique d'un solide indéformable en G (centre d'inertie du solide)
Le moment cinétique d'un solide indéformable au centre d'inertie G, est :
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O-G—jGM AV (M )dm = JGM/\(V (G)+ MG A 2?2 )dm (V.17)
or: jGMdm=O et jGM A2 AGM )dm = 129
S S

d'ou le moment cinétique d'un solide indéformable qui s'écrit donc :
52 = 15090 (V.18)

V.6. Moment cinétique d'un solide indéformable en un point du solide par rapport au repere fixe Ro
En utilisant la régle de distribution des vitesses entre les deux points A et M de (S), on obtient :

GA—jAM AVO(M )dm = jAMA(v (A)+MA A 22 )dm (V.19)
O-A—IAMdm/\V (A)+IAM /\(MA/\QS )dm =5, + 5, (V.20)
or: GlziAMdm/\V (A)dm=£(AG+GM)AV (A)dm=£AG/\\7°(A)dm+£W/\\7°(A)dm
G,=AGAMV°(A) puisque imdmzo
et: G, =£m/\(m/\.(§g ydm = 1,0

d’ou finalement :

59 =1,2% + AGAMVO(A) (V.21)
Cas particuliers
e SiAest fixe dans Ro (\7(,1 =0), alors :

=128 (V.22)
e Sile pomt A est confondu avec le centre de masse G (A=G), alors :

&= 1228 (V.23)
e Silarotation a lieu autour d'un fixe Az et que Az est un axe principal d'inertie, on a:

G =1 a €% (V.24)

V.7. Energie cinétique
Pour un systeme matériel continu (S), on appelle énergie cinétique la quantité scalaire exprimée en
joules (J) :

EQ - i%@?o(m )f dm (V.25)

V.7.1. Théoréme de Koénig relatif a I'énergie cinétique
L'énergie cinétique par rapport a un repére orthonorme fixe Ro (Rs = Rg est le référentiel de Koénig), par
définition est :

EQ - £%<\7°(M ))de=5(\7°(@)+\73(|\/| )f dm (V.26)
E2 =%(\7°(G))2jdm+j\7°(G)-\75(M )dm+%j(\73(M ) dm (V.27)
S S S
2 = 1(7o(6)f fam+vo(G)- & (oMdm + L 17 (M )f dm (V.28)
2 S dts 28
-0 ES
Finalement :
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EJ= %m(\7°(G))2 +ES (V.29)

L'énergie cinétique du systeme (S) en mouvement par rapport au repére Ro est égale a I'énergie
cinétique du systeme dans son mouvement autour de son centre d'inertie G augmentée de I'énergie
cinétique du centre d'inertie G affecté de la masse totale m du systéme.

V.7.2. L'énergie cinétique d'un solide indéformable en mouvement quelconque
Soit Ro un repere orthonormé fixe et R1 un repére lié a un solide indéformable (S) et de centre de
d'inertie G. Soit N un point du solide indéformable, nous pouvons écrire :

EQ :5(\70(M ))de=£%67°(|\| )+ 20 ANM [ dm (V.30)

EQ =£%(\70(M WON)+20 A NM kim (V.31)

EQ :\7°(N)~5(\7°(M ))dm+£%(\7°(M ))- (22 A NM b (V.33)

EQ :%VO(N)-mVO(GH%Qg-gWAVO(M )dm (V.34)
Finalement : ;

E2 :%\7°(N)-m\7°(G)+%Q§ ery (V.35)

C as particuliers
e Sile point N est confondu avec le centre d'inertie G, on aura :
1 1 1 1

EQ = > mvV¢Z + Eizg&g =3 mvV¢Z + EQST 1,2 = Etranslation + E rotation (V.36)
e Si le solide a uniqguement un mouvement de translation :
EQ = E_translation = %mVGZ (V.37)

e Si le solide est seulement en rotation autour d'un axe Oz (ég = .@52), le moment cinétique & au point
N appartient a I'axe Oz, s'écrit :

&5 =142 car (Vy =0) (V.38)
Soit :
Iwe -1y 00 — 1,2
Gu=|-lyx 1y O0]0 |=-1,2 (V.39)
A ly g |52 l,,02

L'énergie cinétique est donc :
EQ = E.rotation = %f)&ﬁ = % l,,0Q? (V.40)

Application
Considérons une barre d'épaisseur négligeable, de longueur I, homogene de masse m en liaison pivot

d'axe z avec le bati (Fig. 2). Calculer, par rapportaR (O, x, Y, 2). :
3. Le torseur cinétique au centre de masse C et au point O origine de repere.

4. Energie cinétique Ec.

On prendra R1 (O, X1, Y1, 1) comme repere de projection
45



Chapitre V : Cinétique du Solide

<y

@M

Y
Fig. V.2 : Barre en rotation autour d’un axe fixe Oz.

Solution

= L.
1. Dans I’exemple 1 du chapitre III, on a trouver : V(C ),z = Ea A

Le torseur cinetique au point C et par rapport a R (O, X, Yy, z), s'écrit alors :
P(S/R) = P = mV(CIR) = %mldf/l

0 0 0 |-
L2 0 0 L2
G8 = 1,08 +GGAMV(G)= 1,08 =|0 ”1—2 0o |ol=| o =”1—2azl
) 2
0o o M|
i 12 12
2. Le moment cinétique au point O (origine du repere)
On utilisant la relation (V.6) (loi de variation du moment cinétique)
LT 1o |
0 2 L 0 L2
65=68+0CAMVR(C)=| 0 |+ |am —a|=| O =mTozzl
m? | |0 0 mL? |
— —
L 12 ] L L 3 ]

3. Energie cinétique
L’énergie cinétique de la barre en rotation autour de ’axe passant par le centre de masse est donnée
par :

1—»RTI

. 1.5 . 1 ml? .
0 R 0 2
ECin = ECin I’Otatlon = E.QRl . O_C = EQRl =—x

o : . 1 -
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Chapitre VI : Principe fondamentale de la dynamique des systémes matériels

La dynamique porte sur I’étude du mouvement des systémes mécaniques soumis a des actions appelées
forces. Elle se préoccupe de la relation entre mouvements et forces alors que la cinématique se borne a
d’écrire les mouvements.

Elle permet d’examiner le concept de force et d’une manicre globale le concept d’efforts exercés sur un
systeme matériel quelconque. Pour toutes ces raisons, nous sommes amenés a introduire la notion de
torseur des efforts extérieurs, nécessaire a 1’écriture du principe fondamental de la dynamique.
VI1.1.Torseur des forces extérieures

On appelle torseur des forces extérieures, s’exer¢ant sur un systéme (S) en mouvement dans un repére

Ry (0,%,, 0,2, ), le torseur {T'fext }i ayant pour élément de réduction en un point A la résultante R, et le

moment M ,,,, des forces :

— 0
R
{rﬁ }0 :{ - } (VI.1)
ext /A M
Aext) A

Les forces intérieures forment un torseur nul.
V1.2. Rappel de la dynamique des particules

La dynamique des particules est régie par des principes basés sur les lois de Newton.
V1.2.1. Principe d’inertie (Premiére loi de Newton)

Dans un repere Galiléen (absolu ou d’inertie) R, (O,X,, Y, ,Z, ), une particule M de masse m totalement

isolée posséde une quantité de mouvement P(M )constante. On écrit :
P(M)=mV(M )=_Cst (VIL.2)
V1.2.2. Principe fondamental de la dynamique (Deuxiéme loi de Newton)
Dans un repere galiléen, la somme vectorielle des forces extérieures appliquées sur point matériel M est
égale a la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de mouvement P(M / R) point matériel M :
5P = PM) = S
V1.2.3. Principe d’action réaction (Troisieme loi de Newton)
Si, a l'instant t, il y a interactions entre deux particules M1 et My, les forces de My sur Mz, F(M, /M, ), et
de Mz sur M1, F(M, / M, ), sont égales et opposées sur la ligne d'action M1 My :
F(M,/M,)=-F(M,/M,) (V1.4)
V1.3. Définition des grandeurs dynamique

V1.3.1. Point matériel
V1.3.1.1. Quantité d’accélération

Soit 7°(M ) l'accélération d'un point M de masse dm en mouvement par rapport aR, (O,%,, .7, )- On
appelle quantité d'accélération du point M la quantité :
DY =dmy°(M) (V1.5)
V1.3.1.2. Moment dynamique
On appelle moment dynamique du point M, le moment par rapport a un point quelconque A de la
quantité d’accélération :
Sa(M) =AM A dm7°(M) (V1.6)
V1.3.2. Systeme matériel continu
V1.3.2.1. Résultante dynamique
La quantité d’accélération d'un systéme matériel continu (S) (ou résultante dynamique), en mouvement
par rapport a un repére R, (0,%,,Y,,Z, )€st donnée par:
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D° = £;7(M )dm (VI.7)

V1.3.2.2. Moment dynamique
Le moment dynamique d'un systeme matériel continu (S) en un point A quelconque de l'espace par

rapport au repére Ro, & 2 , est donné par le moment de la quantité d’accélération en A :
50 = [AM A 7(M )dm (V1.8)
s

V1.3.3. Torseur dynamique
Le torseur dynamique {D}’ en un point A du solide (S) par rapport au repéreR, (O,%,,V,,Z, ), Sexprime
alors sous la forme :

60
D} ={50} (V1.9)

A
Le moment dynamique obéit aussi de la méme maniere a la formule de transport des moments. Les
moments dynamiques en deux points quelconques A et B sont liés par :

5%=5%+ABAD° (V1.10)
V1.4. Théoreme de Koénig relatif au moment dynamique
Soit le repére Koénig R (G,Xs, Vs ,Zs ) lié au solide (S) et dont I’origine passe par son centre de masse G
et un autre repeére Galiléen R, (O,%,, V.7, )-
Par definition, le moment dynamique en G par rapport au repere Ro est :
= [GM A7 (M)dm = [GM A(7°(G)+75(M ))dm (VI.11)
S S

=(jG_M’dmjA7°(G)+jG_|v|'A75(M )dm (V1.12)
S S

or [GMdm=0 Car G est le centre d'inertie du systéme matériel, et par définition :
S

gG—IGMAy (M )dm (V1.13)
Onadonc Iegallte :

5%=52 (V1.14)
Le théoreme de Keenig est alors :

5% =50+ AGAMFY(G) (V1.15)

V1.5. Calcul du moment dynamique
La dérivée du moment cinétique en A (ég. VV.4) donne :

NVE . 0\70
d°5 dt = j—(AM AV(M )dm) = jd AM AVY(M)dm+ [ AM /\de (Iv.16)
S

Or NOUS avons :

. 0\70 R

[AM AIVM) Gy - on (1V.17)

S dt
et

O AN 0
AN (AG+OM) =V (M)-V°(A) (V.19
On obtient ain5| la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique :
59 = d°s o — A LVIAYAMVO(G) (1V.19)
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Cas particuliers
e Si le point A est confondu avec le centre d'inertie G, on aura :

<0 4% (Iv.20)
¢ dt
e Sile point A est fixe V9(4) = 0:
so_ 0%, (IV.21)
AT dt
e Si:VO°(A) estcolinéairea V°(G):
50 0%, (IV.22)
AT dt

V1.6. Principe (ou Loi) fondamental de la dynamique pour un systéme matériel (S)

Ce principe correspond a la généralisation des lois de Newton pour un systeme matériel (S) possédant
une dimension.

Soit un systéme materiel (S) non isolé et soumis a des interactions dans un repere Galiléen
Ry (O,%,,Yo,Z, ) Sur ce systeme (S) s’exercent deux catégories d’actions :

e Les actions provenant des corps autres que (S) ; ces actions sont appelées forces extérieures et notees
dF,
e Les actions provenant des éléments de (S) ; ces actions sont appelées forces intérieures et notéesdF, .

ext?

Il faut choisir convenablement les conditions aux limites du systéme pour pouvoir classer les actions (ou
forces) intérieures et extérieures.

En un point quelconque M de masse dm du systeme (S) (Fig. VII.1), la relation fondamentale de la
dynamique s’écrit :

dF,, +dF., = (M )dm (VI1.23)

X0
Fig. VI1.1 : Systéeme (S) au mouvement par rapport a Ro.

Les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (S) sont représentées par un torseur {I‘ . }0 , appelé
ext /A

torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au point A sont :

{Tﬁex[ }3\ = {ﬁft } (V1.24)
A

M Aext

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le torseur
dynamique {D}° du systéme (S) est égal au torseur des forces extérieures {rﬁ }‘i\ calculé au méme point A.

ext
L’égalité des deux torseurs induit I’égalité de leurs éléments de réduction. Ce principe équivaut a la
généralisation des lois de Newton. Les éléments des deux torseurs peuvent étre calculés séparément et
ensuite faire I’égalité des expressions obtenues.
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V1.7. Théoréme de la résultante dynamique
Le systéme (S) étant considéré comme un ensemble de points matériels. Il en mouvement dans un repére
Galiléen R, (O,X,Vy,Z)et soumis a des actions exterieures :

JdFi + [dFoe = [7°(M)dm (V1.25)
Me(S) Me(S) Me(S)
[dF,,, = 0 — Forces intérieures constituent un torseur nul
Me(S)
Onpose: [dF,, =F,, — Sommedes forcesextérieures
Meg(S)
d’ou:
Fo =D° =my°(G) (V1.26)

Le centre de masse (ou d’inertie) G d’un systéme matériel (S) quelconque se déplace comme un point
matériel affecté de la masse totale du systéme et sur lequel agirait la somme des forces extérieures. Ce
théoréme élimine la fiction du point matériel.

La résultante des forces extéricures est égale a la masse du systéme par 1’accélération de son centre
d’inertie.

V1.8. Théoréeme du moment dynamique

Prenons le moment en un point A quelconque :

[AM AdF, + [AM AdFE,, = [AM A7°(M )dm (VI1.27)
Me(S) Me(S) Me(S)
%/—J
=0
) j(;A)—M AOF, =M g =00 (V1.28)
et comme
0=
52=%+\7°(A)Am\7°(e) (V1.29)
donc :
00—
M po =00 = 40a L \OAYAMVO(G) (V1.30)

Le moment des forces extérieures en un point A quelconque est égale au moment dynamique en ce point.

Remarque
Le théoréme de la résultante dynamique et le théoréeme du moment dynamique peuvent étre formulés

conjointement : Le torseur de forces extérieures est équivalent au torseur dynamique :
5°] [F
ﬁﬁ[}%{D}%ou{#O}:{fxt } (V1.31)
- 5A MAext A

V1.9. Travail et puissance d’une force
On considere un point matériel M mobile dans un repere Galiléen et soumis a une force F qui dépend de
la position et (¢galement) de la vitesse, ’expression du travail élémentaire s’écrit :

S(F)=F(M)domMm (V1.32)
Pour obtenir le travail d’une force variable sur un déplacement quelconque, il suffit d’additionner tous
les travaux élémentaires entre le point de départ A et le point d’arrivée B :

WAB(ﬁ)=ié\N(ﬁ)=iﬁ(M ).dOM (V1.33)

La puissance que recoit le point M est égal a :
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&N(F)= E(M ).dOM _
dt dt
V1.10. Théoréme de I’énergie cinétique
Dans de nombreux cas, pour déterminer I’équation du mouvement d’un solide ou d’un systéme de
solide, il est plus judicieux d’utiliser le théoréme de I’énergie cinétique afin d’aboutir a la solution du
probléme mécanique.
Au voisinage de la surface terrestre, dans un repére Galiléen, pour chaque point M, ona:

P= F(M)V(M) (V1.34)

dmz°(M)=dF,, +dF., (V1.35)
Les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis sont négligeables devant dF, , et dF,,,
Multipliant scalairement 1’équation (VI.35) parV°(M ), on obtient :

dvVo(M) - d 1. - _ -

dm#.\/o( M)= E(Edm(vo( M ))?) = (dF;, +dFey VO (M) (V1.36)

d, 1 - =

E(Em(VO(G)Z)ZFeXt'VO(M) (V1.37)
Intégrant entre deux instants ty et t; :

1 70 2 1 <0 2 M2 — _—

Em(V (M) —Em(V (M;)= | F,;.dOM (V1.38)

M

Le second terme de I’équation (VI.45) représente le travail de force extérieure au cours du déplacement
M1M;
d’ou:

Eco —Ecp =Wey (VI1.39)

La variation de I’énergie cinétique entre deux instants t1 et t> est égale au travail de la force extérieure
qui s’applique sur I’ensemble des particules.
V1.11. Conservation de I’énergie totale

Si la force extérieure dérive d’une fonction énergie potentielle U(M) : F,,, = —gradU , en en déduit :

dW,, = F,,.dOM =—dU (V1.40)
et en appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique sous forme différentielle, il vient :
dE. =dW,,, =—dU = dE; +dU =0= E; +U =Cst = Energie totale (V1.41)
Cette expression traduit le théoréme de conservation de 1’énergie totale.
Application

Soit une barre homogéne de longueur AB=L, de masse m, de centre de masse G dont I’extrémité A
repose sur un sol lisse et 'extrémité B s’appuic contre mur vertical parfaitement lisse (Fig. 2).
Initialement la barre fait un angle 6o avec le mur. Les deux extrémités glissent, sans frottement,
respectivement sur le sol et sur le mur. On prendra: R, (O,%,,Y,,Z,)comme repere fixe et
R, (O,%,,V;,Z; ) comme repere mobile lié a la barre.

3. 1. Faire une figure a ’instant t (Indiquer les différentes forces qui agissent sur la barre).
4. En utilisant les théoremes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir les trois

équations scalaires du mouvement de la barre.
5. En déduire, a partir de ces équations, ’accélération angulaire de la barre.
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\ | -
o) A

Fig. 2 : Barre en mouvement plan

Solution
1. Mur lisse ==> R, =Ry X, et sol lisse ==>R, =R, ¥,

2. Equations scalaires du mouvement de la barre

Le vecteur vitesse rotation & pour composantes : 2=607, =601,
Theoreme de la resultante dynamique

Y Fi =Ry +Rg +mg=my’(G)

i

(A1)

—0 -
L’obtention de 7°(G ) nécessite la détermination du vecteur position OG puis la vitesse V°(G) .
On a, en appliquant la relation (111.23) du chapitre 111 :

L . L . L, . o
Esm(@) Eecos(ﬁ) E(Hcos(@)—e sin( @))

0G = %cos(e) =V%G)= —%ésin(e) =7%G)= —%(ésin(9)+6'?2cos(¢9))

0 0 0

Ro R Ro
La projection de (Al) sur les deux axes donne les deux premiéres équations scalaires:

RA—mgz—m%(ésin(e)ﬂ?2 cos(8)) (A2)

Rg :m%(écos(e)—éz sin(9)) (A3)
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Théoréme du moment dynamigue

. . . ~0
ZMo(ﬁext)zgg<:>OA/\RA+OB/\RB+OG/\mQ:d;O (Ad)
i
On doit calculer le moment cinétique &3
0 0o 0 L Esin(@) E49'cos(¢9)
ol |2 2
0 S0 == .70 mL? L L. .
6o =1lg2; +OG AmMV-(G)=|0 P 0 |0+ Ecos(e) AM —Eesm(e)
2 _9 0 0
o o M
L 12 |
0
Go=| 0
2
_m”
6 Ry
On déduit le moment dynamique :
0
50=| 0
2
_mL” 5
6 Ry
L’équation (A4) sous forme matricielle s’écrit :
Lsin(#)) (O 0 Rg (L/2)sin(8) 0 0
0 Al Ry [+| Lcos(8) A0 [+|(L/2)cos(8)|A|0 =/ 0
0 0 0 0 0 —mg mL2 P
6
D’ou la troisieme équation scalaire :
2
—Lcos(H)RB+Lsin(0)RA—me'sin(0):—%9 (A5)

3. Accélération angulaire de la barre

On remplagant Ra et Rg par leurs expressions dans (A5), on obtient :
= 30 .
0 =—=sin( ¢
oL (0)
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Chapitre VII : Principe des travaux virtuels et équations de Lagrange

VII.1. Liaisons (ou contraintes) et degrés de liberté

Par définition, un corps libre est un corps qui peut effectuer des déplacements quelconques dans
I'espace. Un corps, dont les déplacements dans I'espace sont limités par d'autres corps liés a lui ou se
trouvant en contact avec lui, s'appelle un corps non libre. Nous appellerons liaison tout ce qui limite les
déplacements d'un systeme donné (solide, point matériel) dans I'espace et diminué ainsi ses degrés de
liberté.

Le degré de liberté (ddl) d’une liaison est le nombre de déplacements élémentaires indépendants
autorisés par cette liaison.

Par opposition, le degré de liaison (ddIn) est le nombre de déplacements élémentaires interdits

Un corps libre possede six degrés de liberté dans 1’espace et trois dans un plan. Un point matériel libre
possede trois degrés de liberté dans 1’espace et deux dans un plan
Exemples de liaisons
1. Dans un corps indéformable (Fig. VI1.1), la distance entre deux points doit rester constante :

(r-r;)=x (VI1.1)
2. Un pendule de longueur | (Fig. VI1.2), bougeant dans le plan (Oxy). Ses coordonnees obéissent a la
contrainte :

X% +y? =12 (VI1.2)
Le mouvement est plan, le seul degré de liberté est I’angle 6 que fait le pendule avec I’axe OX.
3. Une boule roulant sans glisser sur un plan peut se déplacer selon deux directions Ox et Oy. La force de
liaison qui I’empéche de glisser est dirigée selon I’axe Oz et ne va donc pas engendrer de travail.

R e -
\ y

IS
, ! y N
9
Ty
Fig. VIL.1 : Corps rigide. Fig. VI1.2 : Pendule simple.

VI11.2. Classification des liaisons
VI1.2.1. Liaisons holonomes (ou géométriques)
C’est le type de liaisons qui ne dépendent que de la position des points matériels m; déterminée par le

vecteur position T; . La forme de 1’équation de liaison est :
f(rn,h,...fy,t)=0 ou f(r,,t)=0 avec:i=1.2,...,N (VIL.3)

Si la liaison dépend explicitement temps t, alors il s’agit de liaison non stationnaire (rhéonome). Dans le
cas contraire on parle de liaison stationnaire (scleronome).

Exemple 1 : Le pendule montré dans la figure VII.2
VI1.2.1. Liaisons non holonomes (ou cinématiques)

C’est le type de liaisons qui dépendent en plus des vitesses \7, = F, des points matériels m;. L’équation de
liaison est de la forme :

f(F,f,t)=0 avec:i=12,.,N (V11.4)
e Toute liaison holonome peut étre rendue non holonome par dérivation par rapport au temps.

e Certaines liaisons non holonomes peuvent étre rendues holonomes par intégration (liaisons semi
holonomes).
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Exemple 2 : Disque de rayon R roulent sans glisser sur un axe (Fig. V11.3). Les équations de liaison sont :
yic —R =0 — liaison holonome et %, —R& =0 — liaison non holonome (VIL5)

Y1

I
Fig. VII1.3 : Disque roulent sans glisser sur un axe.

VI1.3. Principe des Travaux Virtuels-Principe d’Alembert

Le principe des travaux virtuels est un autre procédé plus général de résolution des problémes de la
statique, procédé¢ qui permet de trouver immédiatement les conditions d’équilibre d’un systéme
mécanique quelconque. La différence fondamentale entre ce procédé et ceux de la statique géométrique
consiste a tenir compte de I’effet de I’action des liaisons non pas au moyen de I’introduction des forces
des réactions, mais par I’étude des déplacements qu’on pourrait communiquer aux points du systéme en
I’écartant de la position qu’il occupe. En mécanique ces déplacements sont appelés déplacements virtuels.

Nous appellerons déplacement virtuel d’un systéme tout ensemble de déplacements infiniment petits des
points du systeme qui est, au moment donné, compatible avec les liaisons appliquées a ce systeme. On le
note or , ses coordonnées spatiales étant ok, ,i =1,2,3 .

Le travail virtuel W d'une force F sur un déplacement élémentaire virtuel &F est :

W =F.& (V11.6)
Or dans un systeme les forces sont la somme des :

o forces extérieures appliquées au systeme : F

ext

o forces internes de liaison, responsables des contraintes de liaison au sein du systéme : F

lia

La dynamique d’un systéme de N points matériels est décrite par les équations de Newton :

m,F, =Fp, @=1,2,.,N (VIL.7)

Ici m, est la masse du point matériel, r, sa position a 1’ instant t et Fext, la force externe agissante sur lui.

Sans contraintes, le systéeme décrit par les équations de Newton a n = 3N degrés de liberté. Supposons
maintenant que le systeme dynamique est soumis a k contraintes holonomes de la forme :

fi(f,h,.,fy)=0 avec: j=12,..k (VI11.8)

Dans ce cas on aura alors n = 3N-k degrés de liberté. Dans les équations du mouvement les contraintes

imposées sont reflétées par la présence de forces de contrainte. Si F,_est la force de contrainte sur la

lia
particule «, les équations de Newton deviennent :

M., = Fowy + Fliae» @=1,2,...,N (VI1.9)
D'aprés d'Alembert, Lors d'un déplacement virtuel d'un systéme, les forces de liaison ne travaillent pas :
MWjp = %llfliaa &, =0 (VI1.10)
En utilisant l’éqlfa;tion (VIL.9) on peut alors écrire :
MW (Fyy, + Fiey ) = 0%1( Fexty — M, T, ).0F, =0 (VII.11)
Ici Ifinea est la force d’inertie agissant sur le point matériel a.

L’équation (VII.11) est souvent appelée principe d’Alembert.
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A T'équilibre (configuration statique), ou les accélérations sont nuls F;l, le principe (VI11.10) donne la
relation bien connue :

GG Z exta Oy =0 (VI1.12)

Cette derniere relatlon exprime le Principe des Travaux Virtuels : a I'équilibre statique d'un systeme le
travail virtuel de toutes les forces extérieures est nul.
VI1.4. Coordonnées généralisées et Forces généralisés

L’exemple simple du pendule montre que la description d’un systéme mécanique sous contraintes en
cordonnées cartésiennes n’est pas pratique pour le calcul analytique. Au lieu de décrire un systéme
mécanique en coordonnées cartésiennes et des contraintes du type (VI1.3), on exprime maintenant les
positions T, tout simplement par n coordonnées généralisées et indépendantes.

r, =7, (01,01,-,9,) (VI11.13)
Les parametres indépendant entre eux de dimension quelconque qui détermine de fagcon univoque la
position d’un systeme mécanique dans I’espace et dont le nombre est égal a son degrés de liberté sont
appelées coordonnées généralisées et sont désignées par la lettre q.
Les dérivées des coordonnées generalisées par rapport au temps sont appelées vitesses généralisées du
systéme et sont désignéesq .
Les déplacements virtuels oF, peuvent étre exprimés par les variations virtuelles des coordonnées

généralisées :

VIl.14
f=1 aq f ( )
On utilisant cette définition de or, , L’équation (VII.12) devient :
- N
W (Feyt )= 2 Fexter - ZQféqf (V11.15)
a=1 _18 f
ou nous avons introduit la force généralisée dont la f-iéme composante s’écrit
N or,
Z F VI1.16
Qf exta * aqf ( )
Lorsque les forces F,,, =—V U dérivent d’un potentiel U, les forces généralisées s’écrivent :
N - or, ouU
Qi =-2V U *=-——" (VII.17)

a=1 o o0 ¢

VI1.5. Equations de Lagrange
Pour l'exprimer 1’équation (VIL.11) en fonction des coordonnées généralisées gr, on fait emploi de

I’équation (VH 14). On obtient :

W = z (Foe ~ M1 ).3 (=0 (VI1.18)
f=1 Qf
ou encore :
N | - n af" - N or n N r N - r
W =3 Fexta' Py Z 5qf = ZFXM L — > m,k,. X =0 (VII.19)
a=1 =1 qf =1 f— a=1 Q¢ a=1 0q
Le premier terme de I’équation (VII.19) est la force généralisée donnée par :
- N _ r
Qr=2F Xy (V11.20)

Il faut remarquer que le second terme est égal :
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N ~8F ~8F »d or,

m, —2)- z VI1I.21
azzll 8qf azl dt( al ﬁqf ) Ma dt(8 q ¢ ) ( )
On peut montrer qu'on a :
Ty _ Ny (V11.22)
s  0qq
d or, 0
— o VI1.23
i) % ( ) VI1.23)

Nous pouvons donc intervertir la dérivation totale par rapport au temps et la dérivation partielle par
rapport aux coordonnées généralisées.
Avec Ies équations (VI1.22) et (VI11.23), I’équation (V11.19) devient :

4% m,7 (o) 3 m 7 (e y =g (Vi1.24)
dta 1 qf a=1 o 8qf f .
d
—| — “mF?)|-— m, r VI1.25
dtqu (azlz @ )} (a212 )=Q; ( )
En notant T I’énergie cinétique :
d| oT oT
vi=12.,n -—= VI11.26
R winz6)

Si la force (totale) extérieure qui s’exerce sur chaque particule du systéme dérive d’un potentiel U, nous
utilisons la relation (V11.17) et nous avons :

vfo12.n d {aT }_ oT U

a9 __ (VI1.27)
dt|oq; | oqy 0q ¢

et si le potentiel U (g, t) ne dépend pas des vitesses généraliséesq, , nous pouvons ajouter le terme nul
ouU
o

dt f
La fonction des n coordonnées généralisées ¢, des n vitesses généraliséesq, , et dutempst: L (g, g’ t)

=T — U est appelée fonction de Lagrange ou Lagrangien.

Application
Soit un pendule simple, de la figure (VI1.2), de longueur | avec une masse m placée dans un champ de

pesanteur g et astreint a se deplacer dans un plan (x, y) muni de la base mobile (U, ,u, ). La position du

d 8
Vf=12..n {a f( )}—a—(T—U):O (VI1.28)

point M est repérée par OM = Id, .

1. Déterminer le nombre de degré de liberté de ce pendule

2. Calculer la vitesse et déduire I’expression de I’énergie cinétique.

3. Calculer le travail effectué¢ lors d’un déplacement virtuel oF =10€li,. En déduire I’expression de la
composante de la force généralisée selon 6.

4. En utilisant la relation entre la composante de la force généralisée de pesanteur et celle de d’inertie
selon 6, déduire 1’équation du mouvement en 6.

5. Calculer I’expression du Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement en utilisant 1’équation de
Lagrange.
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Solution 3
Soit R(O,X,V,Z) le repére d’étude. Oz est perpendiculaire au plan du mouvement et I’axe OX est pris

dans la direction descendante, d’ou §=g9X (Fig. VIlL.4). Le repére mobile et de projection
R, (O,U,,U,,Z) est lié au fil inextensible et sans masse OM.

0] > y
0
|
pooxt
m

v M

X ii
mg

Fig. VII.4

1. La masse m peut étre considérée sans volume et donc comme un point matériel. Comme le mouvement
du pendule est dans le plan vertical (x, y), le nombre de mouvements possibles est donc 2 et la position
du pendule est contraigne par z = 0. Le fil étant inextensible, alors la distance qui sépare M de O est
constante et égale a | et donc x* +y? =12, ce qui entraine un degré de liaison. Aussi, le nombre de
degrés de liaison est 2 et donc le nombre de degrés de liberté est 3 — 2 = 1. La coordonnée la mieux
adaptée pour d’écrire le systeme est ’angle 6.

2. Le vecteur position dans la base mobile est : OM = IG, , ce qui donne pour la vitesse :

- dfom .
V(M) = =l
(M) o 0
L’énergie cinétique dans R peut étre déduite ainsi comme suit :

T=lmve o lmizg
2 2
3. Considérons le déplacement virtuel, of =16€i,, qui est confondu dans ce cas avec le déplacement
réel. Le travail effectué est donné par :
o =mg - =mglo& - U, =—-mgloasin( )
Or:
W = Q00 = Q, =-mglsin( 8)qui est la composante de la force géneéralisée de pesanteur selon &.
4. La composante genéralisée d’inertie selon 6 est définie par :
n= m‘ij—\t/.a—; = ml( 4, - 6%, )ld, =ml?
Nous avons grace au principe d’Alembert :
in _Q, = ml2d =-mlgsin(0) = é+%sin(9)=0

5. Pour établir I’expression du lagrangien, nous avons besoin en plus de cinétique de I’expression de
I’"energie potentielle
dU =-mg.dr = -mgLdéK.i, = mgLd@sin( &)
Ce qui donne :
U =-mglcos(8)+ Cst
On peut prendre : Cst =0
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Alors, ’expression du lagrangien est donnée ainsi par :
L=T-U-= %mlé’2 +mglcos(0)
En appliquant les équations de Lagrange, sachant que oL/08 =-mglsin(9) et oL/06 = ml26, nous

obtenons :
oL d oL 0

00 dtod
—mglsin(e)—mlzé:O:9+%in(9):0
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