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Résumé

Dans cet ouvrage, nous abordons le programme d’algébre premiére année. Les cours
sont présentés d'une fagon trés claire avec beaucoup d’exemples ce qui permet a I’étudiant
la meilleure compréhension du programme. A la fin de chaque cours, des exercices avec
solution détaillée sont proposés.

Mots clés

Logique mathématique, Applications, Structures algébriques, Polynomes, Espaces
vectoriels, Matrices, Réduction des matrices.
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CHAPITRE 1

Logiques, Ensembles et Applications
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L’objectif de ce chapitre est :

— Apprendre la logique mathématique, c’est a dire, apprendre les régles de logique
et les respecter.

— Apprendre les opérations entre les différents types d’ensembles.

— Savoir travailler avec les applications et connaitre leurs propriétés.

1.1 Logique

Utilisez votre logique de tous les jours pour savoir quand est ce que les propositions
suivantes sont fausses :

— Dans toutes les matiéres, il y a au moins un étudiant qui travaille réguliérement.

— Fatima et Zineb sont brunes.

— Chaque étudiant a au moins un réve.
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1.1.1 Logique des propositions
1.1.1.1 Proposition

En mathématique, une proposition notée p,q,r,... est un énoncé déclaratif qu’on
peut juger de vrai (on note 1) ou de faux (on note 0).
Exemples :

1. "2 divise 12" est une proposition vraie,

2. "8 est un nombre premier" est une proposition fausse.

1.1.1.2 Connecteurs logiques

Soient p et ¢ deux propositions mathématiques. Notons dans le Tableau 1.1 tous les
connecteurs logiques et leurs significations.

TABLE 1.1 — Connecteurs logiques

Connecteur | Définition Description
-, D Négation, non p —p est vraie si p est fausse et vise-versa
pAq Conjonction, p et ¢ p A q est vraie si p et ¢ sont toutes les

deux vraies, elle est fausse si I'une au
moins des deux est fausse

pVq Disjonction, ou inclu- | pV ¢ est vraie si 'une au moins des
sif deux est vraie, elle est fausse si p et
g sont fausses toutes les deux
p=q p implique ¢, si p alors | p = ¢ est fausse uniquement dans le cas
q ou p est vraie et ¢ est fausse, sinon elle
est vraie
P& q p est équivalente & g, p | p < ¢ est vraie dans les deux cas :

si et seulement si ¢
{ p et g sont vraies toutes les deux

p et g sont fausses toutes les deux

Propriétés : Soient p, q et r trois propositions. En utilisant les tableaux de vérité,
on peut montrer que les propositions suivantes sont vraies :

IL.pANgepVq,

AT e
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6. [(p=a)Alg=1)]=(p=r1),
7.pA(qVr)e (pAqg)V(pAr) (la distribution de A sur V),
8. pV(gNnr)< (pVaq) A(pVr) (ladistribution de V sur A).

Démonstration : Dans le tableau suivant on montre que (1) est vraie. De la méme

TABLE 1.2 — Table de vérité associé a (1)

p q p q pAq pPAq pV{
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1

facon, on démontre les autres propriétés.
Exemples : Dites si les propositions suivantes sont vraies ou fausses

1. \/x est dérivable sur R = /z est continue sur R,

2. e™* est croissante et continue,

3. 2 est paire < 3 est un nombre premier.
Solution :

1. Cette proposition est de la forme p = ¢, telle que p est fausse
(v/z n’est pas dérivable au point zéro ) et ¢ est vraie, donc elle est vraie.

2. Cette proposition est de la forme p A q, telle que p est fausse et ¢ est vraie, donc
elle est fausse.

3. Cette proposition est de la forme p < ¢, telle que p est vraie et ¢ est vraie, donc
elle est vraie.

Allons regarder la proposition mathématique suivante
pour tout nombre réel z, =2 est positif.

Question : est ce que on peut représenter cette proposition en utilisant les connecteurs
logiques 7

Réponse : non, on ne peut pas.

On constate que le langage des connecteurs logiques ne suffit pas pour introduire toutes
les propositions mathématiques. Nous allons ainsi présenter les quantificateurs lo-
giques.

1.1.2 Quantificateurs logiques

En mathématiques, 1l existe trois quantificateurs logiques représentés dans le Tableau
1.3. Propriétés :
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TABLE 1.3 — Quantificateurs logiques

Quantificateur Proposition Description

V : quelque soit, pour | V& € E : p(x) cette proposition est vraie si

tout p(z) est vraie pour tout x,
sinon elle est fausse

J:il existe, il existeau | 3z € E : p(x) cette proposition est vraie

moins s’il existe au moins x tel que

p(z) est vraie, s'il n’existe
pas ce z elle est fausse

3! :il existe un unique | 3!z € E' : p(x) | cette proposition est vraie
s'il existe un x qui est

unique vérifiant p(z). Elle
est fausse si ce x n’existe pas
ou s’il existe plusieurs z vé-
rifiant p(x)

l.VezeFE :plx) eIz eE : pr),
2. dzeFE :px)eVreE : p),
3.

NzxeFE :pl) & JzeFE: px)
& JrxeFE:pr)

& VzeF :plx)V Tz, va € E @ p(ay) Ap(xs)).

A x est unique

V z est unique

Exemples : Nier les propositions suivantes f : R - R, g: R — R :

1. Vx €R : f(x) = g(x). La négation de cette proposition est
JzeR ¢ f(x) # g(2).
2. AxeZ : f(r)=0. La négation de cette proposition est
NVzxeZ : flx)#0)V (Fay, 22 €Z : f(z1) =0A f(zz2) =0).

3. VzeR : JyeR: f(z) < g(y). La négation de cette proposition est :

S

-

p(z)

dJrxeR:plx)eJzeR VyeR : f(x) > g(y).
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1.1.3 Types de raisonnement
1.1.3.1 Raisonnement par 1’absurde

Ce raisonnement est basé sur le fait que pour démontrer qu’une proposition P est
vraie, on suppose que P est vraie et on en déduit une contradiction.
Exemple : Soit n € N*, montrons que n? + 1 ne peut pas étre le carré d'un p € N.
Supposons par I'absurde qu’il existe un p € N tel que n? + 1 = p?. Ce qui implique que

p=n’=1%(p-n)p+n) =1,
Comme n € N*, alors il faut prendre p > 2 pour que p — n soit strictement positif. Ainsi
(p—n)p+n)=1x3>1,

d’ou la contradiction.

1.1.3.2 Raisonnement par contraposée

Puisque, pour deux propositions p et ¢, on a

(p=4q) = (@=D)

Alors, pour montrer que p = ¢, il suffit de montrer que § = p.
Exemple : Soit n € N, montrons par contraposée que :

n? est pair = n est pair,

c’est a dire,
n est impair = n? est impair.
En effet, il existe k£ € N, tel que n = 2k + 1, donc
n?* = (2k+1)>
= 4k*+4k+1
2 (2k* +2k) +1, m € N.
—_———

m

Ce qu'il fallait démontrer.

1.1.3.3 Raisonnement direct

Pour démontrer que p = ¢ est vraie, on suppose que p est vraie et on montre que q
est vraie.
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Exemple : Montrons que si a, b € Q, alors a + b € Q. En effet, soient a, b € Q, c’est a
dire :

/ /

N o € Q.

D’ou le résultat.

1.1.3.4 Raisonnement par un contre exemple

Si on souhaite montrer qu’une proposition de la forme :
VezekFE : p(x)

est vraie, il faut montrer que p(x) est vraie pour tout x dans E. Si on veut montrer
qu’elle est fausse, il suffit de trouver un x dans F tel que p(x) est fausse, on appelle ce
x un contre exemple.

Exemple : Soit la proposition :

Pour toute fonction f: R — R : fest continue = f est croissante.

Cette proposition est fausse, un contre exemple f(x) = e *, f est continue mais décrois-
sante.

1.2 Ensembles

Définition 1 Ensemble

Un ensemble E est une collection d’objets qu’on appelle éléments. On appelle Card E
le nombre d’éléments de ’ensemble EE. On note a € E pour dire que a est un élément de
E ou que a appartient a E.

Exemples :
1. Soit I'ensemble : E = {—/2, 0, v2}, Card E =3 et —/2,0, V2 € E.

2. On note par ¢ I'ensemble vide qui ne contient aucun élément.

1.2.1 Opérations sur les ensembles

Soient F et F' deux ensembles, alors nous présentons les opérations possibles entre
E et I dans le Tableau 1.4.
Exemples : Soient les ensembles £ = Z et I' = R?, alors :

1. E n’est pas une partie de F' et F' n’est pas une partie de F,
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TABLE 1.4 — Opérations sur les ensembles

Opération Définition Description
ECF Eestsousensemblede | EC FF& Ve : (te E=x€F)
F', E est une partie de
F ou F est inclus dans
F
E=F E et Fsont deux en- | E=F < (ECFANFCE)
sembles égaux
EUF E union F ou la| EUF={z: (z€E)V(zxeF)} cest
réunion de F et F a dire ’ensemble qui contient tous les
éléments de E et F'
ENF L’intersection de FE | ENF={x: (z € E)A(x € F)} cest
avec I a dire ’ensemble des éléments qui sont
a la fois dans F et dans F'
E\F E moins F ou ladiffe- | E\F ={z : (x € E)A\(z ¢ F)} c'est
rence E\F a dire I’ensemble des éléments de F qui
ne sont pas dans F
Si ACE, CgpA | Complémentaire de A | CgA = E\A c’est 'ensemble des élé-
ou A° dans E ments de F qui n’appartiennent pas a
A
EAF La différence symé-
trique FAF
EAF = (E\F)U(F\E)
= (FUF)\(ENF)
2. E#£F,
3. FEUF =ZUR} =Z_UR,,
4. ENF =N~
Soient les ensembles A = [0,2[ et B =| — 3, 1], alors :
1. AUB=]-3,2],
2. AnB=10,1],
3. A\B =|1,2],

4. B\A =] -3,0],

5. AAB =] — 3,0[U]1,2[.

Propriétés : Soient A, B et C' des parties d’'un ensemble F, alors :

1. gUA=A,
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pNA=9g,

ACB=(ANnB=AANAUB=B),

¢ est inclus dans n’importe quel ensemble,
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (la distribution de U sur N),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (la distribution de N sur U).

AR

1.2.2 Ensemble de parties d’'un ensemble

E est un ensemble, on note P(E) 'ensemble qui contient toutes les parties de F et
on 'appelle ensemble de parties de F.

P(E) = {A, AC E}.

Si Card E = n, alors Card P(E) = 2".

1.2.3 Produit cartésien

Soient E et F' deux ensembles, le produit cartésien, noté F x F, est 'ensemble des
couples (z,y) ot x € E et y € F, c’est a dire :

ExF={(z,y),z€E, ye F}.

Exemples :
1. =R xR = {(x,9), z, y € R},
2. 0,1 x [0,1] = {(z,9),0 <2 <1, 0< y < 1},
3. {a,b} x{0,1,2} = {(a,0), (a,1), (a,2), (b,0), (b,1), (b,2)}.

1.3 Applications

1.3.1 Généralités

— Une application f : F — F est une relation entre un ensemble F (ensemble de
départ) et un ensemble F' (ensemble d’arrivé) pour laquelle chaque élément x € F
posséde une image unique f(z) € F. C’est a dire :

Vee E,JyeF :y=f(x).

— Egalité : Soient f : E — F et g : E — F, on dit que ces deux applications sont
égaux si et seulement si

Vee E: f(x)=g(z).
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— Composition : Soient f: E — Fet g: F — G, alors
gof:E — G
z = (gof)(z) =g(f(z)).

Exemples :

1. L’identié sur un ensemble E est une application définie comme suit :

ldg : F — FE
r — Idg(z)==x.

f :]0,400] — ]0,+o0|
v o @)=

g 0,4+ — R

z = gr) =~

gof :]0,4+00[ — R
z = (gof)(x)=yg(f(x)) =g(1l/z) = -

1.3.2 Image directe et Image réciproque

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F':

Définition 2 Image directe
Soit A C E, limage directe de A par f est l'ensemble f(A) défini par

f(A) ={f(z), v € A}.

Définition 3 Image réciproque
Soit B C F, l'image réciproque de B par f est I’ensemble f~'(B) défini par

J7H(B) ={z, f(z) € B}.

Remarques :
— f(A) est une partie de F,
— f7Y(B) est une partie de E,

- f({a}) ={f(a)}, e F,
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— f(z) =y, y est I'image de = et x est antécédent de y.
Exemples :

f:Ry — R
v o= flz) =V

f(0,2) = {f(z), z€[0,2]}
= {\/Ea S [072[}a

0<z<2 & 0<+z<V2
& 0< fz) < V2
= f([072[):[07\/§['

f7H0,3) = {a, f(z) €[0,3]}
= {xa \/EE [073[}7

0<Vrx<3 & 0<z<9
= f7([0,3[) = [0,9[.

1.3.3 Injectivité, Surjectivité, Bijection
Soient E et F' deux ensembles et f: E — F :

Définition 4 Application Injective
f est une application injective si et seulement si

Vo, 22 € Bt f(z1) = f(22) = 21 = 22
Exemple :
f . R+ — R+

v e fl@) = —

x+1

7
Soient x1, x5 € Ry, on a

1 1
f(xl) :f(xQ) < $1+1 - 5624‘1

S 1+ 1l=29+1

= @I = T2,

Donc f est injective.
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Définition 5 Application Surjective
f est une application surjective si et seulement si

Vye F,3z€E :y= f(x),
c’est a dire chaque élément y de F' a un antécédant x dans E. Autrement dit, f(E) = F.
Exemple :
f:RL — RY
1

z = f(z)= 7

Soit y € RY.
y=flz) & y=1/x

& v=1/yeR}
& dJoeRL, y=f(x)

Donc f est surjective.

Définition 6 Application bijective
f est une application bijective, si et seulement si, elle est a la fois injective et surjective,
autrement dit

Vye F, Az e FE y= f(z),
l’existence : vient de la surjectivité,
l'unicité : vient de l'injectivité.
Si f n'est pas injective ou n’est pas surjective alors elle n’est pas bijective.

Exemple :

f:R+ — [1>+OO)
v — f(z)=2>+1,

Soient z1, 9 € Ry :

flz1) = f(xe) & x%—i-l:xg—i-l
& 2 =gl

= X1 =9, car Ty, To € Ry
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Donc f est injective. D’autre part, soit y € [1,+00) :

y=flz) & y=2"+1
s P=y—1eR,
& r=\y—1€R,, cary € [l,+00)
= dxeRy, y= f(x).

Donc, f est surjective, ainsi elle est bijective.

Propriétés : Soient F et F' deux ensembles et f : F — F une application, alors
— f est bijective si et seulement si il existe une unique fonction qu’on note f=1: F —

E telle que
flof=1Idget fof'=Idp,

- (=
— [ E— Fetg:F — G sont bijectives alors, g o f est bijective, de plus
(gof)t=fTlog™".
En effet,

f:E—F, f''F—E N gof:E—G, (gof) ' :G—F
g:F—-G, g':G—=F flogt:G— E.

gofofltogl=goldpog' =gog™' =Idg.

1.4 Exercices

1.4.1 Sur la logique

Exercice 1 : Soit x € R. Nier les propositions suivantes
l.z=1oux=-1,
2. 0 <z <1 (ce qui veut dire par définition : x > 0 et = < 1)
3. z=0ou (z>=1et x >0).
Solution :
l.x#1letz# —1.
2. x<0oux>1.
3. z#0et (2 # 1 ouzx<0).
Exercice 2 : Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses ?

1. Pour tout n € N, il existe un z € R tel que x > 2n
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2. Il existe x € R tel que, pour tout n € N, z > 2n

3. Pour tout x € R, pour tout y € R, si 2 = y? alors z = y.

4. Pour tout x € N, pour tout y € N, si 22 = 3? alors z = v.
Solution :

1. Vraie, car chaque fois que je fixe un n € N, il existe pour lequel un z € R tel que

T > 2n.
2. Fausse, car il n’existe pas un z € R tel que x > 2n, pour tout n € N.
3. Fausse, contre exemple : x =1 et y = —1.
4. Vraie.

Exercice 3 : Montrer que
VneN, n>4=n?<2"
Solution : On peut utiliser I’'absurde, on suppose que

dneN, n>4An*>2"

1.4.2 Sur les ensembles

Exercice 1 : Soient A = {3,5}, et B ={2,5,9}. Calculer A x B et B x A.
Solution :
Ax B ={(3,2),(35),(3,9),(52),(55). (59}
AXB= {(27 3)7 (27 5)? (57 3)7 (57 5)7 (9> 3)7 (97 5)}
Exercice 2 : Soient A et B des ensembles. Montrer que ANB=A< AUB = B.
Solution :

ANB=A = ACB

= AUB=B.
De plus,
AuB=B = ACB
= ANB=A

Exercice 3 : On considére les ensembles

1 1
E:{xe[o,l],ﬂneN,x< }, F:{xE[O,l],VnGN,x< }
n+1 n+1

L’ensemble E a-t-il, une infinité, ou aucun élément ? Méme question pour ’ensemble F'.
Solution :
— Pour E il y a une infinité d’éléments :

1 1— 1—
r< —— & n< —x, (Indication . étudier la fonction x) .
n+1 T x

- F={o.



14 Chapitre 1. Logiques, Ensembles et Applications

1.4.3 Sur les applications

Exercice 1 : Soit I'application

g:R — R
r — g(x)=sinz

Donner
L. ¢([0,2), g(R), ¢([0,10]) et g([0,7/2])
2. g 1 ([2,+00]), g1 (R), g ([=1,1]) et g ([~1, 1]).
Solution :
L. g([0,27]) =] = 1,1], g(R) = [-1,1], ¢([0,10]) = [-1,1], g([0, 7/2[) = [0, 1].
2.
g ([2,40)) =9, ¢ (R) =g ([-1,1]) =R,
g H([~1,1]) = R\ {gk} € 7Z, k impair.

Exercice 2 : L’application :

g:R — R
r — g(x)=uze”

x

est-elle injective, surjective? est-elle bijective? si oui, déterminer ¢~!'. Calculer
g7 ({=eb), g ({1}), 9(Ry) et g7H(Ry).
Solution :
1. Indication : Présentation du graphe de g en utilisant
Jgx)=e*1—-2)=(d(r) =0 z=1),
lim, . g(z) =0,
lim_, o g(z) = —oc.
D’aprés le graphe, g est injective. De plus, g(R) =] — oo,e™!] # R, donc g n’est
pas surjective. Ainsi, g n’est pas bijective.

g {=eh) ={-1}, ¢'{1)=¢, 9gRy)=[0,e"], g7 '(Ry)=Ry.
Exercice 3 : Soit 'application f définie comme suit

fR — R
r — f(x) = (sinz)*+2.

1. L’application f est elle injective ? est elle surjective ? est elle bijective ?
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2. Déterminer f([0,7]) et f~1({2,5}).
3. Considérons l'application f: R — R et une application g définie par

g:R — R+
r g(x):\/m.

Déterminer, si c’est possible, go f et fog.

Solution :

1. f n’est pas injective car

f n’est pas surjective car
f(z) =6 < sinz = £2

ce qui impossible. f n’est pas bijective car elle n’est ni injective ni surjective.

2. f([0,7]) =[2,3]. f*({2,5}) = {km, k € Z}.

3.
gof:R — Ry

x = (gof)(x):m-

et
fog:R — R

v — <fog><x>={sm<ﬁ)r+z

Exercice 4 : Soient

R — Ry g: R — R,
r = f(x)=2%" r = g(z)=/|z]

1. f et g sont elle bijectives ? Si oui, calculer f~! et g1

2. L’application g o f est-elle bien définie ?
Solution :

1. Pour f aprés présentation graphique, elle est surjective et injective. Pour ¢ vous
utilisez les définitions, elle est bijective aussi.

f_l . R+ — R_ g_l . R+ — R_
r = flr)=—-x’ r = g iz)=—-2*"

2. go f n’est pas définie.
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On commence par un petit exemple pour comprendre la notion de structures algé-
briques.

En algebre élémentaire, on calcule c’est a dire on effectue des opérations. Ainsi,
2 4+ 3 = 5 est une addition. Donc, on peut définir le (+) comme une application :

+:NxN — N
(x,y) — x+v.

Considérons maintenant Z munie de I'addition (+) et de la multiplication (x), de la
facon suivante

+:ZxX7 = 7
(x,y) — z+uy.
X LxXl — 7

(r,y) — =xuy.

En imposant & ces lois de vérifier certaines propriétés, on obtient une structure algé-
brique. En mathématiques, il existe des lois plus compliquées que le (+) et (x) qu’on
note généralement *, 7', ...

2.1 Loi de composition interne

Définition 7 Loi de Composition Interne
Une loi de composition interne (L.C.I) * sur un ensemble E est une application définie
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par :
*x :EXE — E
(x,y) — x*xy€kFE.

Exemples :

1. Soit F un ensemble. On munit P(E) 'ensemble des parties de E (voir Chapitre 1)
de la loi N

N:PE)xPE) — P(E)
(A,B) — ANB.

2. On définit sur R la loi T par

T -RxR — R
(z,y) — 2Ty=uzy+ (- 1)(y> —1).

La loi de composition interne peut posséder des propriétés notamment ’associativité et
la commutativité. C’est quoi une loi associative ou commutative ?

Définition 8 Associativité
On dit que la lot * sur E est associative si et seulement si

Va,b,c€ E :ax(bxc)=(axb)xc=axbxc.
Exemples : la loi N est associative sur P(E). En fait,
AN(BNC)=(AnB)nC.
La loi T n’est pas associative sur R. En effet,

eT(yTz) = w(yTz) + (2 = 1)((yT=2)* - 1)

w(yz+ (1 =12 = 1)+ (@® = D((yz + (¥ = 1)(z* = 1))’ = 1)
(zy+ (® = 1)(° =)z + ((ay + (2° =D (¥* - 1)) = 1)(z* = 1)
(xTy)z + ((aTy)* — 1)(z* — 1)

(xTy)T=

LN

Définition 9 Commutativité
On dit que la loi x sur E est commutative si et seulement si

Va,be E : axb=bxa.

Exemples :

1. la loi N est commutative sur P(E).
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2. La loi T est commutative sur R car
eTy=zy+ (2° = 1)y — 1) =yz + (y* — 1)(a* — 1) = yTx.
3. La loi ® sur R, définie par
® Ry xR, — R,

a+b
(a,b) a®b:ab+1
est commutative. En effet,
Wb — a+b _ b+a e
ab+1 ba+1

Une L.C.I peut admettre un élément neutre.

Définition 10 Elément neutre
On dit qu’un élément e € E est neutre pour la loi x si et seulement si

YaeF :axe=exa=a.

Remarques:
1. Si * est commutative, alors a x e = e x a est automatiquement réalisée.

2. L’élément neutre s’il existe, il est unique car si on suppose par ’absurde qu’il existe

au moins deux éléments neutres e et €’ pour la méme loi * alors
YVaeFE :axe=exa=a,
en particulier pour a = ¢/, c’est a dire
exed =dxe=e=¢
par définition, car €’ est supposé, par absurde, élément neutre aussi. D’ou la contra-
diction.
Exemples :
1. e = ¢ est un élément neutre pour U sur P(FE) car

VAeP(E): AUp=9pUA=A.

2. 0 est un élément neutre pour ®, en fait
a+e

=a
ae +1

aRXxe=aq &

= a26+a:a+e
& ale—e=0

= (a*—1)e=0,Va Ry, a#1.
De plus, 10 =1.
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L’existence d’un élément neutre pour une loi de composition interne, nous emmeéne tou-
jours a penser qu’'un élément de E peut étre inversible.

Définition 11  Elément symétrique
Soit e l’élément neutre associé a une L.C.I sur E notée x. On dit qu’un élément a de
E admet un symétrique (inverse), s’il existe un élément de E qu’on note a’ ou a™' tel
que

axad =d xa=ce.

Remarques

1. Si la L.C.I est associative, alors si I'inverse d’un élément s’il existe, il est unique.
En effet, si on suppose par 'absurde que pour une loi associative %, un élément
a € E admet deux inverses a’ et a”, alors

axad =dxa=e et axd =d xa=e.

D’ou,
d=dxe=dx(axd")=(d*xa)xad" =exd" =d".

2. Soient a, b € E admettent a=! et b~! comme inverses, alors a * b admet un inverse
b= xa~!. En fait,

-1 1 1

axbxb 'xat=axexa =axa ' =e.

b lxa txaxb=Dbxexb ' =bxb"'=c.

De la méme facon si a;’, ay’,..., a;' sont les inverses de a1, as,..., a,, alors
1

a;lsa,t x---*xa;" est Vinverse de ay * ap * ... % a,,.
Exemple : Soit a € R, cherchons son élément symétrique o/, par rapport a la loi ®.
Rappelons que I'élément neutre de ® est e = 0 et que ® est commutative. Donc,

a-+a

=0
aa’ +1

a®d =0 &

= a+d =0
= d=-a¢R,.

Deux Lois de composition interne définies sur le méme ensemble peuvent avoir des
relations entre elles. Par exemple, la distribution d’une loi sur une autre.

Définition 12 D:istribution d’une loi sur une autre
Soit E un ensemble muni de deux lois de composition interne x et T'. On dit que T est
distributive sur x si et seulement si, Va, b, c€ E :

{ aT'(bx*c) = (aTh) * (aTc),
(axb)Tc= (aTc)* (bTc).

Exemple : Dans P(F) la loi N est distributive sur U et vise versa.
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2.2 Groupes et Sous-Groupes

Définition 13 Groupe

1%

On appelle groupe tout ensemble munie d’une L.C.I qu’on note , par exemple, telle

que
1. x est associative,
2. % posseéde un élément neutre,

3. chaque élément de E est inversible par rapport a * (admet un symétrique).

On note (E, %) groupe (voir la figure 2.1). Si de plus, * est commutative, alors (£, ) est
dit groupe commutatif ou groupe abélien.
Exemples : (R, +), (Z,+), (R*, x) et (Z*, x) sont des groupes.

* Admet un
élément
neutre
Chaque
* Est élément de E
associative est inversible
par rapport a *
(E,*)
est un
groupe

FIGURE 2.1 — (E, %) est un groupe

Dans un groupe, il existe des sous ensembles qui sont eux mémes des groupes. On les
appelle des sous-groupes.

Définition 14 Sous-Groupe
Soit (E,*) un groupe d’élément neutre e et soit H C E avec H # ¢. On dit que (H,*)
(ou tout simplement H ) est un sous-groupe de (E, %), si et seulement si

1. ee H,
2.¥Ya,be H, axbe H,
3.VacE, acH=a'cH.
Exemple : On considére le groupe (R*, x) (d’élément neutre 1). Soit H le sous ensemble
de R* défini par
H={2", neZ}.
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Alors, H est un sous-groupe de (R*, x). En effet,
1.1=2%avec0 € Z,donc 1 € H V
2. Soient a, b € H, on a

{a:2",n€Z

=axb=2"" n+mecZ=axbcHV.
b=2" meZ

3. Soita€ Hyalorsa=2"neZ,at=1/a=2" —neZ=a'e€cHV.

2.3 Morphismes des groupes

Un morphisme entre deux groupes (F,*) et (G,T) est une application de E dans
F' qui sert a créer une relation entre ces deux groupes. Plus précisément, le morphisme
transforme la loi * de 'ensemble de départ a la loi T" de ’ensemble d’arrivée.

2.3.1 Définitions
Définition 15 Morphisme de groupes
Un morphisme f de (E,x) dans (F,T) est une application
f:E—=F
telle que
Va,be E : f(axb) = f(a)Tf(b).

Définition 16 Noyau et Image d’un morphisme
Soit f un morphisme de (E,x), d’élément neutre e, dans (F,T), d’élément neutre €.
Alors, le noyau de f est un sous ensemble de E défini par

Kerf={zeE: f(x)=¢}.
On appelle tmage de f le sous ensemble de F défini par
Imf={yeE,JxecE: f(x)=y}={f(z), z € E}.
Exemple : Soient les groupes (R, +) et (R, x). Soit la fonction f telle que
T:R — Rj
r = f(x)=¢€"
est morphisme de ces groupes. En fait,
fla+y)=e"=e"xe" = f(x) x f(y).

De plus,
Kerf={xeR: e =1} ={0}

et
Imf={e", x e R} =R}.
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2.3.2 Propriétés des morphismes

1. Soient (F,*), (F,T) (G,A) des groupes f : E — F et g : F — G des morphismes,
alors g o f est morphisme de (F, %) dans (G, A).

(E,*) groupe d’élément neutre e
(F,T) groupe d’élément neutre €.

f: E — F est morphisme, alors f(e) =€’ et f(a') = (f(a)) pour tout a € E tel
que son symétrique est a’. De plus,

f est injective & Kerf = {e}.

Démonstration :

1. Montrons que g o f est un morphisme de (F, *) dans (G, A) c’est a dire

Va,be E: (go f)laxb)=(go f)a)A(go f)(a),
sachant que

f: E — F est morphisme N Va, be E : f(axb) = f(a)Tf(b),
g : F'— G est morphisme Vy, z€F : glyTz) = g(y)Ag(z).

Soient a, b € F,
(gof)(axb) = g(f(axb)) = g(f(a)T'f(b)) = g(f(a))Ag(f(b)) = (gof)(a)Algof)(b).

2. Montrons que f(e) = €'. En effet,

fle) = flexe) = f(e)Tf(e) & [fle)=[f(e)Tf(e)
& (f(e)Tf(e) = fe)Tf(e)T(f(e))
& € = f(e)Te
< €= f(e).

Montrons que f(a') = (f(a))’ pour tout a € E. Clest a dire,
f(a)T'f(a) = f(a)T f(a) =
En fait,
Fla)T () = fla*d) = f(e) = ¢ (car a est le symétrique de a)

D’autre part,
f(@)Tf(a) = f(d' xa) = f(e) = ¢
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Montrons maintenant que
f est injective & Kerf = {e}.

Tout d’abord, montrons que "f est injective = Kerf = {e}". Supposons que f
est injective, alors

x € Kerf & flx)=¢
& fl@)=fle)
= r=e
[ injective
= Kerf = {e}.
Maintenant montrons que "Kerf = {e} = f est injective". Supposons que

Kerf = {e} et montrons que f est injective. En fait, soient a, b € E, alors

t i ee
—
\;\
I

2.4 Anneaux

Définition 17 Anneau
Soit l’ensemble E munie de deux lois de composition internes. On dit que (E,*,T) est
un anneay (voir Figure 2.2) si et seulement si

1. (E,*) est un groupe commutatif,
2. T est associative,

3. T est distributive sur *,

4. T admet un élément neutre.

Si T est de plus commutative, alors (E,*,T) est dit anneau commutatif.
Exemple : (Z,+, x) et (Q, 4+, x) sont des anneaux.

Définition 18 Sous-Anneau

Soit (E,%,T) un anneau avec e est [’élément neutre de * et €' est I’élément neutre de T.
Soit H un sous ensemble de E. On dit que (H,*,T) est un sous-anneau de (E,*,T)
si et seulement st
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.
/

FIGURE 2.2 — (E,*,T) est anneau

o
.

1. (H,x*) est un sous-groupe de (E, ),
2. Va,be H, aThe H,
3. ¢ eH.

Exemple : (Z,+, X) est un sous-anneau de (Q, +, x).

2.5 Corps

Définition 19 Corps
Soit l’ensemble E munie de deuz lois de composition internes. On dit que (E,*,T) est
un corps si et seulement st

(E, *) est un groupe commutatif,
T est associative,

T admet un élément neutre er,

e v o~

tout élément de E\{er} est inversible,

5. T est distributive sur *.

Remarque : Si de plus des conditions ci-dessus, 1" est commutative, on dit que le corps
est commutatif.
Exemples : (Q,+, x), (R,+, x) et (C,+, x) sont des corps.

2.6 Exercices

Exercice 1 : Soit * une loi de composition interne sur R définie par

Ve, yeR, oxy=x+y+ %>
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1. x est-elle commutative ? associative ?
2. Déterminer ’élément neutre de *.

3. Résoudre dans R les deux équations d’inconnue x € R :

— i) lxx =0,
—ii) Ixx = 1.
Solution :

1. % est commutative, car x xy = y * x, Vx, y € R. Ensuite, * n’est pas associative
car x * (y % z) # (z % y) * z, en général.
2. e=0.

3.
r+1=0<« 1+x+2°=0 (pas de solutions dans R).

rxl=1lel4+z+2°=1c2=0,z=—1.
Exercice 2 : Soit * une loi de composition interne sur R? définie par
Y (a,b), (c,d) € R?, (a,b) * (¢,d) = (a — 2¢,b + 3d).

(R?, %) est-il un groupe ?

Solution : (0,0) est un ¢lément neutre de *. De plus, (a/2, —b/3) est I'inverse de (a,b).
Mais, * n’est pas associative. Ainsi, (R?, ) n’est pas un groupe.

Exercice 3 : Soit * une loi de composition interne sur R définie par :

Vo, yeR : xxy= (4332
1. Montrer que (R, %) est un groupe commutatif.
2. Montrer que 'application f définie par

frR+) — (R
r o f(z)=2'3

est morphisme.

Solution :

1. (R, *) est groupe commutatif. * commutative et associative car
Ve, ye R : xxy=1y=*x.
Vo, y,z€R :ax(yxz)= (@2 +1°+ 22 = (zxy) x 2.
L’élément neutre e € R existe. Soit x € R
B+ P =zt =1ce=0.
L’élément symétrique ' de tout = € R existe, en effet

(P + 2P =01 = 2o = -
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2. Montrer que Va, y € R : f(x+y) = f(x) * f(y),

Fl@)* fy) = (@) + (%))

donc f est morphisme.

P =@ty = f+y)

Exercice 4 : Soit * une loi de composition interne sur £ = R x R* définie par :
Va,ce R, b, d e R : (a,b) * (¢,d) = (a+c+ 1,bd)

1. Montrer que (E, ) est un groupe commutatif.
2. Soit m € N*. Soit I’application f,, définie par
fm i RxR* — R*
(z,y) — fmlz,y)=y™
fm est-elle injective ? pour quelles valeurs de m, f,, est surjective?
3. Calculer f,,([0,1] x [0,2]) et f.1({0}).

4. Montrer que f,, est morphisme des groupes de (F,*) dans (R*, x) (x est la mul-
tiplication sur R*).

5. Soit le morphisme :
g: (R*,x) — (R*, x)
x — 2P

6. Déterminer g o f. Montrer que g o f est morphisme de (E, %) dans (R*, x).
Solution :

1. (E, %) est un groupe commutatif :
(a,b) * (¢,d) = (c,d) * (a,b),
((a,b) % (c,d)) = (e, f) = (a+ c+ e+ 2,bdf) = (a,b) x ((¢,d) (e, f)),
(a,b) * (e,€') = (a,b) & (a+ e+ 1,be’) = (a,b) = (e,€¢') = (—1,1),
(a,b) * (a',V) = (-1,1) & (d',V) = (-2 — a, 1/D).

2. fm est-elle injective ? pour quelles valeurs de m, f,, est surjective?

fm<07 1) = fm(2> 1) =1,

donc f,, n’est pas injective. Si m est pair alors y™ > 0, soit z < 0 alors il n’existe
pas (z,y) € R x R* tel que
flz,y) =y™ ==

donc, f,, n’est pas surjective. Sinon, si m est impair, alors f,, est surjective.
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3. fm([0,1]x]0,2]) =]0,2™]. f~1({0}) n’existe pas car 0 ¢ R*.
4. fm est morphisme des groupes de (F,*) dans (R*, x) :

fm((a,b) % (¢,d)) = fu(a+c+1,bd) = (bd)™ = b"d™ = fi(a,b) X fi(c,d).

5. Détermination de g o f,, :

2m

go fm(w,y) = g(fm(z,y)) = 9(y™) =y

g est morphisme de R* dans R*, et f,,, est morphisme de F dans R*; alors g o f,,
est morphisme de F dans R*.

Exercice 5 : On définit sur R les lois @ et ® comme suit
rey=cx+y—1, zzQy=z+y—ay.

1. Montrer que (R, @) est un groupe commutatif.

2. Montrer que ® est associative et commutative. Ensuite, calculer @ rQr®---®@x
(n facteurs) en fonction de n et de z.

3. (R,®,®) est-il un anneau ?
Solution :
1. Vz,y, z€eR:

Thy=ydbux,
r®(ydz)=2@y)drz=x+y+z2—2,
e = 1 est 'élément neutre de &,
x' =2 — x est 'inverse de x.
2. ® est associative
TR YRz2)=(RYy)Rz=c+y+z—zy — 2 — Yz + 1Y2.
3. e =0 est un élément neutre de ®. En plus, ® est distributive sur & :
rRYdz2)=(rRyY)d(rRz)=c+y+z—ay—xz—2.

Donc, (R, ®,®) est un anneau commutatif.

Exercice 6 : Montrer que ’ensemble
K = {a +ibV2|(a,b) € Z2)}

est un sous-anneau de (C, +, x).
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Dans I’histoire, les polynomes étaient utilisés, la premiére fois, par le mathémati-
cien arabe Al-Khawarizmi pour la résolution des équations. Depuis, les polynémes sont
devenus un outil important dans ’algébre générale et linéaire.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les polynomes : les régles de calcul et les théo-
rémes fondamentaux (Théoréme de Bézout, Théoréme de Gauss). Dans la suite,
K désigne R ou C.

3.1 Généralités

— Un polynoéme a coefficients dans K est une expression de la forme
P=ag+u X+aX>+ - +a, X",

ol a, € K sont les coefficients de P.

— Un polynoéme P est dit nul, si tous les coefficients a,, sont nuls.

— Le plus grand n tel que a,, # 0 s’appelle le degré de P et on note deg P.

— Par convention le degré du polynéme nul est —oo.

— Si P est de degré n, alors a,, est dit coefficient dominant. Si a,, = 1, on dit que P
est unitaire.

— L’ensemble de tous les polyndmes a coefficients dans K est noté par K[X].

Exemples :
~ P =X°—+/2X3+1, alors P est unitaire tel que deg P = 5 et P € R[X].
~ Q=-3iX?+ X, alors deg Q = 2 et P € C[X].
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3.2 Opérations sur les polynémes

Sur les polynémes, nous pouvons éffectuer des opérations telles que la somme et la
multiplication. En fait, soient P et () deux polynomes a coefficients dans K comme suit

P=ay+a X +a; X>+ - +a, X",

Q="0by+b X +by X*+---+b, X"
Egalité :
On dit que les polynomes P et () sont égaux si et seulement si

ay = by, pour tout k.

Somme :
P + @ est un polynome sur K[X] définie par

P+Q=(ag+bo)+ (a1 +b1) X + (ag +by) X* + -+ (an + b,) X",

tel que deg (P + @) < max (deg P, deg Q).
Multiplication par une constante :
Soit A € K, alors A P défini par

AP=)dag+ a1 X +das X>+ -+ Na, X"

Produits de deux polynémes :
On suppose que deg P = n et deg () = m, alors P (@ est un polyndéme de degré n + m,
défini par

PQ=co+a X+ X>+ -+ cppm X",

ou, les coefficients ¢, pour k =1, 2,--- ,n + m, sont définis comme suit

Cr — Z aibj.

i+j=k

Par exemple calculons c¢g, ¢, ¢o et c3 :

Ch = E aibj:aobo,

1+7=0
cT = Zaibj:aoblealbo,
i+j=1
Cy = Zaibj:aobg+albl+a2bo,
i+j=2
c3 = Zaibj:aobg+albg+a2b1+a3b0.

it+j=3
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Ensuite, nous calculons de la méme fagon les autres coefficients.
Exemples : Soient les polynémes P et () donnés par

P=X3-2X’4+4X—-1etQ=X"-5X34+9X —3.
Calculons, P+ Q, Q — P, —/3 P et P Q. En fait,
P+Q=X*—4X3>-2X?+13X —4,

Q-P=X"-6X34+2X?4+5X —2.

Ensuite,

V3P =_V3X31+2V3X2 43X + V3.

Maintenant, calculons P (@ :
7
PQ=> X"
k=0
o,
Co = 3, 1 = —21, Cy = 42, C3 = —16,
ca=1x(=1)+4x(=5)+(-2) x0+1x9=—-12,

05 =AX 14 (=2)x (=5)+1x0=14, ¢g=(-2)x1+1x(=5)=-7, ¢r=1x1=1.

3.3 Division euclidienne et division suivant les puis-

sances croissantes

Dans cette partie, nous allons présenter la divisibilité des polyndémes avec quelques

exemples. On commence d’abord par définir ¢’est quoi un polyndéme diviseur d’un autre

polyndme.

Définition 20 Division

Soient A et B des polynomes dans K[ X]. On dit que A divise B, ou que A est un
diviseur de B, ou on dit aussi que B est un multiple de A, s’il existe un polynome de
Q € K[X] tel que B = Q A. Si de plus, B n’est pas un polynoéme nul , alors Q) est unique.

Exemples :

1. Une constante a € K peut étre considérée comme un polynome de degré zéro.

Alors, a P et a sont des diviseurs de P.
2. Le polynome X — 1 divise X% — 1.
3. Le polynome X — i divise X2 + 1.
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4. Tout polyndéme divise le polynéme nul.

5. Le polynome X2 4+ 4 X — 5 est un multiple de X + 5.
Propriétés : Soient A, B et C des polyndémes dans K[X], alors nous avons

— Si A divise B, alors deg A < deg B.

— Si A divise B et si B divise C, alors A divise C.

— Si A divise B et B divise A, alors il existe A € K tel que A = \ B.
Démonstration :

— A divise B implique I'existence d’un polynodme @ € K[X] tel que B = Q A, donc

deg B =deg A+deg Q. Ainsi, deg A < deg B.
— Si A divise B et si B divise C, alors on a

JQ1 € K[X] : B=AQx,

3Q: € K[X] : C=BQy=AQ:10Qs.
Q

D’ou le résultat.
— Si A divise B, alors deg A < deg B, et si B divise A, alors deg B < deg A. Donc,
deg A = deg B. De plus,

Q1 € K[X] : B=AQx,

Q2 e K[X] : A= BQy,

comme les degrés de A et B sont égaux, alors il faut que Q1 et () soient de degré
zéro, c’est a dire des constantes.

Théoréme 3.3.1 D:ivision euclidienne
Soient A et B deux polynomes dans K[X], avec B est non nul. Alors, il existe Q, R €
K[X] uniques tels que A= BQ + R, ot

R =10 ou bien deg R < deg B.

On dit que @ est le quotient et R est le reste de la division euclidienne.
Exemples :

1. Calculons le quotient et le reste de la division euclidienne de X° +3 X3 — X + 1
par X3 + 1. Nous allons présenter le calcul comme suit

X5 +3X3 —X +1/X3 +1
—X° —X? X2 43
3X3 —X? —X +1
—-3X3 -3

-X? X -2
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On en déduit que
XP4+3X - X+1=(X*+1)(X*+3) - X* - X - 2.

2. Calculons le quotient et le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X — 1,

pour n € N*.
X" —1 X -1
— X" + X! XX X e ]
Xl -1
_Xn—l +Xn—2

Xn—2 -1
X —1
-X +1

0

Il en résulte que,
X'—1=(X-1DX" T4+ X" 24+ +1).
Alors, X — 1 divise X™ — 1.

Maintenant, si on fait la division de X2+ X —1 par X —2, mais cette fois si on commence
par la division du terme de plus petit degré, c’est a dire

-1 4+X +X? -2 +X
1 1 1 5
+1 -1 X 1-1x -%x?
;X +X°
1 1
;X +1 X2
+2 X7
XX
+2 X3

On constate que cette division ne s’arréte pas, elle s’appelle division suivant les puis-
sances croissantes.

Théoréme 3.3.2 Division suivant les puissances croissantes
Soient A et B deux polynomes dans K[X] et h € N*. Alors, il existe Q, R € K[X]
uniques tels que

A=BQ+ X""'R

avec, deg QQ < h, si Q) # 0.
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Dans 'exemple précédent, on peut écrire

11 5 5
1+ X+ X?=(-2+X) (é—ZX—g)(Q)Jth“ (g) ot h = 2.

3.4 Plus grand commun diviseur (p.g.c.d)

Question : est ce qu'un polynéme peut admettre une infinité de diviseurs ?
La réponse est oui, car si () divise P, alors pour tout a € K, a () divise P.

Définition 21 p.g.c.d
Soient A et B deuz polynomes dans K[X] non nuls tous les deux, alors il existe un unique
polynome D wunitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et B. Ce polynéme
s’appelle le plus grand commun diviseur de A et B et on note p.g.c.d(A, B) = D.
Exemples :

1. Pour tout polynéme P, on a p.g.c.d(P,1) = 1.

2. pgedX?—1, X -1)=X —1,

3. p.g.cd(X?+5,3X —6) = 1.

Les exemples présentés ci-dessus sont simples, maintenant si on veut calculer le p.g.c.d
des polynomes X5 —2X* 4+ X? — X — 2 et X? — X? — X — 2, c’est clair qu’on ne peut
pas le faire directement, c¢’est pourquoi nous utilisons I’algorithme d’Euclide.

Algorithme d’Euclide

Soient A et B deux polynomes non nuls tels que deg A > deg B. Alors, I'algorithme
d’Euclide consiste & effectuer des divisons euclidiennes jusqu’a obtenir un reste nul,

comme suit
Al B
= A= BQl + Rl,
Ry | O

ensuite, on divise B sur Ry, on a

B| R
- = B =R Q2+ Rs.
Ry | Q2

Maintenant, on effectue la division euclidienne de R, par R;

R | R
! 2=>R1=R2Q3+Rg-
Rs | Qs
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On continue les divisions : Ry sur R3, Rz sur R4 ... jusqu’a obtenir un reste nul, comme

suit
R R R
Y = Rior = Re Qeer + Risr, F 2 = Ry = Riwy Q.
Qr+1 0| Qi+

Le p.g.c.d de A et B est Ry, c’est & dire le dernier reste non nul. Comme le p.g.c.d
est unique et unitaire, on prend le polynéme unitaire associé au dernier reste non nul de
I’algorithme d’Euclide.

Exemple : Déterminons le p.g.c.d des polynémes A = X° —2X4 + X2 — X — 2 et
B=X3-X?2-X-2:

Ry
Ri4q

X5 —2xt X2 _X —2\X3 _X2 _X -9
2X2 _3X —2\X2 —X

= A=B(X*—-X)+2X*-3X - 2.
Q
1

1 1 3 3
:>B:R1(—X+—>+—X——.

R1

X3 X2 _X —2\2)(2 —3X -2

3y _3| 1y 1 2 4 4 2
4 2‘2 4 T T
2X?% —3X —2/3x -3 8 4
4 2:>R1:R2 -X+-].
0 [3X +3 3 3
Q
3

4
Ainsi, le p.g.c.d (A, B) = -Ry = X — 2. (car on prend le polynéme unitaire associé au

dernier reste non nul).

Théoréme 3.4.1 Théoreme de Bézout
Soient A et B deuz polynomes non nuls dans K[X|. Si D = p.g.c.d (A, B), alors il existe
U, V e KIX]| tels que D =AU+ BV.

Exemple : Nous allons chercher une relation de Bézout de I'exemple présenté précéde-

ment :
B=RQ:+Ry, & B—-RQ:=Ry
& B—(A-BQ1)Q2= Ry
& QA+ (1+Q1Q2)B=1R,
4 4 4
= _§Q2A+§(1+Q1Q2)B:§RQ
2 1 2 1 1 4
— X - A+ (X3 - X’ - X4+ -|B=X -2
< ( 3 3) +<3 3% 73 +3)
U v

Ici, nous allons voir quand est ce que deux polyndémes sont premiers entre eux.
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Théoréme 3.4.2 Soient A et B deux polynomes non nuls dans K[X], alors A et B sont
premiers entre eux si et seulement s’il existe U, V € K[X] tels que AU+ BV = 1.

Maintenant, nous allons énoncer le théoréme de Gauss.

Théoréme 3.4.3 Théoreme de Gauss
Soient A, B et C des polynomes non nuls dans K[X]. Si A divise BC' et si A et B sont
premiers entre eux, alors A divise C'.

Dans la pratique, il est interéssant de savoir pour quelles valeurs un polynoéme s’annule
et si ces valeurs sont dans R ou C.

3.5 Racines d’un polynéme

Définition 22 Soient P un polynéme dans K[X] et a € K. On dit que a est une racine
de P si P(a) = 0.

Exemples :
1. X2 — 3 admet deux racines réelles —v/3 et ++/3.

2. Le polynome X + 1 n’admet pas de racines réelles, mais il a quatre racines com-

plexes
1+ 1—-7 —-1—2 —1+2

Proposition 3.5.1 Soient P un polynéome dans K[X] et a € K. On dit que a est une

racine si et seulement si le polynome X — a divise P.

Démonstration : On note par () le quotient de la division euclidienne de P par X —a
et R son reste, montrons que ce reste est nul. En fait, R est une constante, car deg R <
deg (X — a), sinon on continue la division. De plus,

P(X) = Q(X) (X —a) + R(X) = P(a) = Q(a)(a —a) + R = 0.

Ce qu’il fallait vérifier.
Maintenant, on énonce le théoréme de D’Alembert-Gauss qui confirme ’existence
d’au moins une racine complexe pour un polynéme non constant de C[X].

Théoréme 3.5.2 Théoréme D’Alembert-Gauss

Tout polynéme non constant de C[X| admet au moins une racine dans C.

Exercice : Nous traitons ici un exercice afin de fixer les idées par rapport les racines
d’un polynome.

1. Trouver un polynoéme P de degré 4 dont v/3 + /5 est une racine.
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2. Déterminer les racines de P.
Solution :
1. Posons x = V3 + \/5, alors

22 = (V3+V5)? = 2> —8 = 2V15 = (2% — 8)2 = 60.

Donc, nous proposons P = (X2 — 8)% — 60 dont v/3 4 /5 est une racine, de plus il
est de degré "4".

2. Pour trouver les racine de P, on fait un changement de variables, on pose Y = X2,

on obtient
(Y —8)* =60,

qui a pour racines
V'=8-V15=(V3-V5)?% Y"=8+V15=(V3+ V5>~
Ce qui implique que les racines de P sont

X1:\/§—\/g, XQZ\/E_\/g, ng\/g—i-\/g, X4:—\/§—\/5.

Dans la section suivante, nous allons étudier les polynomes irréductibles et la factorisation
d’un polynome.

3.6 Polyndémes irréductibles

Pour tout polynéme P € K[X] et toute constante non nulle a € K, on peut écrire
P = (1/a)aP. Donc, toute constante non nulle est un diviseur de P. De plus, pour toute
constante non nulle a € K, aP est diviseur de P.

Il existe des polynomes P dont les seuls diviseurs sont les polynomes constants et les
polynémes de la forme aP ; on les appelle : polynémes irréductibles de K[X].

D’autre part, il existe des polynémes dans K[X] qui admettent d’autres diviseurs, a
part les constantes et eux mémes. Ces polyndomes on les appelle réductibles de K[X].
Autrement dit, un polynoéme P est réductible s’il existe @), R € K[X] tels que P = Q R.

A partir des définitions ci-dessus, nous comprenons qu’'un polynéme irréductible de
R[X] peut étre réductible de C[X]. Ensuite, il est clair que si un polynéme est réductible
de R[X], alors il est forcement réductible de C[X].

Exemples :

1. Tous les polyndmes de degré "1" sont irréductibles de R[X]| et de C[X].

2. Les polynomes X? — 1, X2 — /2 et X? 4+ 1 sont réductibles de R[X] et de C[X].
En fait,

XP1=(X - )X+ X +1), X2—v2=(X —2Y) (X +2%)
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et
XP+1=(X+1D)(X* =X +1).

3. Le polynome X2 + 1 est irréductible de R[X], mais il est réductible de C[X], car
X2 4+1=(X—i)(X +1).

Théoréme 3.6.1 Factorisation en polynoémes irréductibles
Soit P € K[X] un polynome non constant, alors il existe k € N* et des polynomes
Py, Py, -+, Py irréductibles de K[X], tels que

P =3P Py ... PR,

ot, B € K* et oy, g, ..., € N*. Les polynomes Py, Ps, ..., P, sont uniques a permu-
tation pres.

Exemple : Factorisons le polynéme X% — 1 sur R, ensuite sur C. En fait,

X1 = (x})°-1
= (X*+1)(X*-1)
= X+DX?-X+1D)X -D)(X2+ X +1).

Sur R, on s’arréte ici, mais sur C, la factorisation est donnée par

v (s 155 () () ()

3.7 Exercices

Exercice 1 : (Généralités)
1. Trouver les polynoémes P de degré < 3, tels que
P(0)=1, P(1)=—-1, P(—1) =3, P(2) =5.
2. A quelle condition sur a, b, ¢ € R, le polynéme X* + aX? + bX + c est divisible
par X2+ X — 27
3. Trouver les polynémes de degré 2 tels que P’ divise P.
Solution :
1. P=aX3+bX?+cX +dota,b, cet d vérifient les équations suivantes :
d=1
a+b+c+d=-1

—a+b—c+d=3
8a+4b+2c+d=25
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alors,

4 1
podxs Wy g
3 3

2. Le reste de la division de X* + aX? + bX + ¢ par X? + X — 2 est
R=(b—-a—-5X+2a+c+6.
Pour qu’il soit nul il faut que
b—a—-5=0 et 2a+c+6.

3. Le reste de la division de P = aX? + bX + ¢ par P' = 2aX + b est

Donc, la condition est

Exercice 2 : (Divisions des polynomes)

1. Effectuer la division euclidienne de A par B :
- A=X3+X?2+X+1let B=X%2+1,
~A=X"+X3-X? X +1let B=X?—-4X+1,
- A=X"-3X?-2X*+X+6et B=X3—X+1.

2. Effectuer la division suivant les puissances croissantes de A par B :
~A=1-3X+2X3+X*et B=1+2X + X% alordre k = 2.
~ A=1+2X3-3X*+XCet B=1+X?+ X3 alordre k = 3.

Solution :

1. Division euclidienne :
- Q=X+1let R=0.
-~ Q=X?+5X+18cet R=066X — 17.
-~ Q=X*—2et R=-3X?—- X +38.

2. Division suivant les puissances croissantes :
— A= B(1-5X +9X?%) + X3(-2 — 8X).
— A= B(1- X%+ X3)—2X4

Exercice 3 : (p.g.c.d)

1. Déterminer le p.g.c.d des polyndémes :
~A=X3-X?-X-2etB=X°-2X*+ X2 - X -2,
- A=X"+3X*"+ X+ X?+3X +1let B=X"+2X3+ X +2.
- A=X" _letB=X"-1.

2. Trouver U et V des p.g.c.d précédentes, qu’on note D, tels que AU + BV = D.
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Solution :
1. Le p.g.c.d des polynoémes :
—pged X3P —X?—-X -2, X°-2X*+X? - X-2)=X -2
~ pgedXP+3X+ X3+ X2 43X +1, X4+ 2X3 + X +2) = X3+ 1.
~pgcd X -1, XT—-1)=X?-1.
2. Détermination de U et V tels que AU+ BV =D :

2 1 2 1 2 1 4
Al-SX -2 |+B(ZX*+ XX - X+ - |=X-2
( 3 3)+ (3 T3 3 3773

~A+(X+1)B=X?+1.

AEX" - X))+ BXP + X7 +1) = X3 +1.

1
Exercice 4 : Soit le polynome P = X* + 3 X3 4+ X? 4 10.
1. Montrer que P n’admet pas de racine réelles.
2. P est-il un polynome irréductible de R[X].
Solution :
1. On considére la fonction
x — P(z).
Alors, on a
P'(z) = 42° + 2 + 22°.
De plus,
Px)=0z(r*+2+2)=0=2=0.
Comme, P(0) = 10 > 0, alors P(z) ne passe pas par l’axe des x.

2. Comme P n’admet aucune racine réelle mais il est de degré 4, alors il est le produit
de deux polynomes de degré deux, donc il est réductible de R[X].

Exercice 5 : (Polyndémes irréductibles) Factoriser les polynomes suivants sur R[X],
ensuite C[X] sont-ils irréductibles de R[X] ou de C[X] :

a) X3 +3, X '+1, o) XP+ X' 41

Solution :
a) Factrorisons d’abord sur R du polynéme X3 + 3. En utilisant I'identité remarquable

a®+ b = (a+b)(a® — ab+ b*),

on obtient,
X% 3 = (X +31%) (X2 — 312X 4 32/%)
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Sur R, on s’arréte ici. X? + 3 est réductible de R[X] car il admet une racine réelle
X = =313 et le degré est > 1. Maintenant, sur C, le polynéme est réductible comme il
est réductible de R[X], et la factorisation est donnée par

13 13 | .
X 43 = (X +39) (X—#) (X—LQ“&).

b) Sur R :
XO41= (X +1=(XC+ D)X+ X3 +1) = (X + 1)(X2+ X + 1)(X0 + X> +1).

Comme X = —1 est une racine, alors X? + 1 est réductible de R.

Le polynéme X 4+ 1 est de degré supérieur, donc ce n’est pas évident d’utiliser la
méthode précédente pour le factoriser sur C. On va ainsi chercher les racines complexes
de la forme €, comme suit

cos 90 = cos T

i0\9 9i6
1=0« = = . .
(e ) + € cosT { sin90 =sinw

On peut choisir

T 2kmw
W=n+2kr, keZs0=—+—.
9 9
Ce qui implique,
;T us - 57 s .
r1=¢€9, x9=¢€"3, x3=¢€"9, py=¢€"9, xT5z=¢€" =—1,
leJ ,L-137r Z'157r i177r
Tg =€ 9, Ty=¢€ 9, rg=¢€¢ 9, Xg=2¢€ 9

Ainsi, la factorisation de X? 4 1 est
X041 = (X+1) (X =€) (X =) (X = F) (X = eF) (x =)

X (X — eimTw> (X — einﬁ> (X —ei”Tﬂ) .

c¢) Sur R le polynome X® + X4 + 1 n’admet pas de racines réelles, mais il est de degré
8, donc il est le produit des polyndémes de degré 2, ainsi il est réductible de R[X]. Par
ailleurs, sur C, on pose Y = X*, on obtient

—l—i\/g_ jam _—1+i\/§_ i2z

Y24Y +1=0sy = 5 €3, Yo 5 e
Ce qui implique,
, km
X4_ 40: z%$9:z v
©=c 3 2
et
™ km
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Ainsi,
XS4 X4l = (X —¢F) (X . ei?> (X . e%) (X . eiT”)
X (X — ei%) (X — ei%ﬁ> (X — ei%ﬁ) (X — ei%r> .
Exercice 6 : Soit le polynome A,(X) =nX"" — (n+1) X" +1:
1. A, est-il irréductible dans R ou dans C.
2. Montrer que A,(X) est divisible par (X — 1)2.

Solution :

1. Comme x = 1 € R est racine de A,,, donc A, est réductible dans R et dans C,
pour tout n € N.

2. Calcul de A,, — A,,_1. En déduire le quotient dans la division de A,, par (z — 1)

Ap(z) — Ap_1(z) = nX"T —2nX" + nX"!
= nX" (X -1

Ap(z) — Aj(x) = Ap(x) — A q(x)+ A q1(z) —Ap o+ -+ Ay — Ay
= nX"HX - 12+ (n—-DX" (X -1+ 42X (X — 1)

An(z) — (X =12 = (X — 1)2§:ka_1

Ap(z) = (X—1)2Zn:kX’“‘1.
k=1

Q(X)
D’ou le résultat.
Exercice 7 : (Pour aller plus loin)*
1. Déterminer les racines dans C du polynéome (z + 1)% — 2°.

2. Déterminer a € R telle que P € R[X] défini par
Plz)=(@+1)"—2"—a

admet une racine réelle double (de multiplicité 2).
Solution :

1. les racines de (z + 1)% — 25 :

(z+1)°—2° = ((z+ 1)3)2 - (1’3)2
= ((a: +1)% — x?’) ((x +1)3 + acg)
= (r+1-2)B2+32* + D)2z + 1) (2> + 2+ 1)
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donc les racines sont :

1 —1—-iv3 —1+i/3 —=3—-iv3 —=3+iV/3
2’ 2 2 6 6

2. Détermination de a : « est racine réelle double de P alors :
Pla)=0& (a+1)"—a"—a=0

Pa)=0& (a+1)°-a’ =0,

d’ol, a = —%. Donc,
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A
Dans ce chapitre, nous allons étudier les fractions rationnelles de la forme B ou

A, B € K[X] (K = R ou C). L’objectif de cette é¢tude est de simplifier les fractions
rationnelles. Enfin de ce chapitre, nous allons voir une application.

4.1 Définitions

Une fraction rationnelle sur K s’écrit %, ou A et B sont des polynomes sur K, avec
B #0.
Exemples :
Xt +2X3 -1
X5 +3X2+9
5 X% +1
(X34 3)(X —i)(x+1)]
5 X241
X4+ D)(X -1

4.2 Poles d’une fraction rationnelle

A
Soit 5 une fraction rationnelle et a € K. On dit que a est un pole (de multiplicité

A
p) de ] si a est une racine (de multiplicité p) de Q.

Exemples :
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2X +3
1. La fraction rationnelle W—{)—(—I—l admet le pole 1 de multiplicité 2.

2X + 3
2. La fraction rationnelle s rs n’admet pas de poles dans R, mais admet deux
X2+ X+1
1 1
22\/5 et —;Z\/g dans C.

poles

4.3 Décomposition en éléments simples

A
Soit la fraction rationnelle 3 si deg A > deg B, alors on peut effectuer la division

euclidienne de A par B, dans ce cas
A=BQ+ R, avec R=0oudeg R < deg B.

Ce qui implique que,
A BQ+R R
R Q— — Q + —.
B B B
On peut ainsi déduire la proposition suivante :

A
Proposition 4.3.1 5 5 est une fraction rationnelle, alors il existe un polynome Q) qui

. .\ A A R ,
s’appelle partie entiére de 5 tel que = =@ + —, ou R est un polynéme vérifiant

B B
R =0 oudeg R < deg B.

Remarque : Sideg A < deg B, alors, R =B et ) = 0.

Dans ce paragraphe, nous allons décomposer les fractions rationnelles en éléments
simples. Nous allons voir enfin de ce chapitre que cette étude est appliquée au calcul
d’intégrales.

Tout d’abord, on commence par définir ¢’est quoi un élément simple de C ou de R.
Elément simple de C : Un élément simple de C est une fraction de la forme

a

———, oua€C" beC et n un entier positif.
(X =b)" b

Elément simple de R : Un élément simple de R est une fraction qui peut avoir une
des formes suivantes :

a
1. ———— ot a € R* beRetnest un entier positif.
(X = g

aX +b

(X2 +aX + B
B sont des réels vérifiants a® — 45 < 0.

ou a et b sont des réels non nuls en méme temps, en outre, a et

Exemples :
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-5
1. La fraction m est un élément simple de C.
—3i

. —7X +1 )
2. La fraction (XZ_X 11y est un élément simple de R.

1/3
3. ———— est un élément simple de R et de C.
(X —9)* g
La décomposition d’une fraction rationnelle sur K suit plusieurs étapes. La premiére
étape consiste a déterminer la partie entiére () de la fraction

A R
Z=Q+5

. . . R .
Dans une deuxiéme étape, on décompose en éléments simples la fraction B ceci en

factorisant B en polynomes irréductibles de K.
Pour la meilleure compréhension, nous allons présenter , ci-dessous, les étapes sous
forme des exemples.

4.3.1 Exemples sur R :

Exemple 1 :

3X3+ X2+ X +1

i X2 —-3X +2
Etape 1 : Détermination de la partie entiére

On effectue la division euclidienne de 3X? + X2 + X + 1 par X? — 3X + 2, on obtient

Soit la fraction

3XP+XP+ X +1 _gx 474 16X 13
X2-3X+2 X2-3X 42

Etape 2 : Factorisation de dénominateur
Factorisons sur R le polynéome X? — 3X + 2 :

A:1:>$1:1, To = 2.

Donc, X? —3X +2 = (X —1)(X —2), de plus 1 et 2 sont des poles de la fraction.
Etape 3 : Décomposition
Déterminons a et b des réels tels que

16X — 13 a b

X-2)(X-1) X—-1 X-2

Multiplions les deux membres de ’égalité par (X — 1), on a

16X — 13 b
b Y § ' |
x-2 Tl Ux—%
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pour X =1, on obtient a = —3. Ensuite,
@xahx?giyinqu—mxirﬂx—mX62=>f?:ﬁizu;mxfl+a
Pour X =2, b= 19.
Fin XP+ X2+ X + 1 3 19
: Y osxi2 ST TTxoitxow
Exemple 2 :

3IX2+ X2+ X +1

Soit la fraction X aX 11

Etape 1:
On effectue la division euclidienne de 3X3 + X2 + X + 1 par X2 —-2X + 1, on a
3XP+ X2+ X +1 X —4

_ox 45y 2%
X2 _2X +1 Ot ox 11

Etape 2:
Le polynoéme X? —2X + 1 = (X — 1)2, donc la fraction admet un pole de multiplicité 2.
Etape 3 :
Comme le dénominateur admet un seul pole de multiplicité 2, alors la décomposition a

la forme suivante
X—-4  a N b
(X—-12 X-1 (X-1)2%

Déterminons a et b tels que
X—4=a(X-1)+besT7X —-4=aX+b—a,

Ainsi, a =7 et b= 3.

Finalement,
X34+ X2+ X +1 7 3
=2X+5 .
X2 _2X +1 Y I T e
Exemple 3 :
3XZ+2X +1

Soit la fraction

X(X2+X+1)
Etape 1:
Le degré de numérateur est plus petit que celui de dénominateur, donc la partie entiére
est nulle.
Etape 2:
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La fraction admet un seul pole dans R et le polynome X? + X + 1 est irréductible de
R[X].

Etape 3:

Comme le dénominateur est le produit de deux polynémes irréductibles de R[X], alors

3X2+2X+1—a+ bX +c
X(X2+X+1) X X2+ X+1

Déterminons a et b tels que
3X2 42X +1=a(X?+ X+ 1D+ XX +c) ©3X2 42X +1 = (a+b)X*+(a+c)X +a.

Ainsi, a=1,b=2et c=1.
Finalement,

3X24+2X +1 1 2X +1

XXP+X+1) X Xerx+1

Exemple 4 :

. . X+
‘ Soit la fraction X1
Etape 1 :
Le degré de numérateur est plus petit que celui de dénominateur, donc la partie entiére
est nulle.
Etape 2:
La fraction n’admet pas de poles dans R et le polynome X* + 1 est de degré 4, donc il
faut le factoriser en deux polyndmes irréductibles de R[X] de degré 2. Nous allons ainsi

chercher les racines complexes d’abord

) T 3 5T I
649:—1:€’m<:>9121, QQZZ, 63:Z7 04:Z

Ce qui implique que les racines complexes sont

_Z%_\/ﬁ+\/§ _i?’f_ \/§+ 2

=€t =i, ;e = i

= V2 V2 = V2 V2
333—64:—7—27:.1'2,.’174—64ZT—ZTle

Par conséquent,
X4 1=(X —2)(X —F)(X —22)(X = Tp) = (X2 = V2X + 1)(X2+V2X +1).

Etape 3:
Comme le dénominateur est le produit de deux polynémes irréductibles de R[X], de

degré 2, alors
X?+1 aX +0b cX +d

= + )
X441 X2-\2X+1 X242X+1
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Déterminons a, b, ¢ et d tels que

X241 =(aX +b)(X?+V2X + 1) + (X +d)(X? —V2X +1).

Donc,
2 -2 242
a=b= , c=d= :
4 4
On conclut que,
X?+1 2-vV2  X+1 +2+\/§ X+1
Xt+1l 4 X2_\P2X+1 4 X242X +1

4.3.2 Exemples sur C :

La seule différence pour la décomposition dans C, c’est la forme des éléments simples,
comme les seuls polyndémes irréductibles de C sont ceux de degré 1.

Exemple :
. . X +1
‘ Soit la fraction SR
Etape 1 :
Le degré de numérateur est plus petit que celui de dénominateur, donc la partie entiére
est nulle.
Etape 2:

La fraction admet deux poéles dans C (—i et ¢), donc la factorisation de dénominateur
est donnée comme suit
X?+1=(X—i)(X+1).
Etape 3:
Comme le dénominateur est le produit de deux polynémes irréductibles de C[X], alors
3X+1  a b
X?i1 X0 X+ti
Multiplions les deux membres de ’égalité par (X — i), on a

3X +1 ‘
) =a+ (X —1)

X+

3 1
pour X = ¢, on obtient a = 3~ 15 Ensuite,

3X+1 a b 3X +1 a
X +i = (X +1 X+ = = (X+i b.
SRl Q15 o Sl b o S Onr iy oy Sl L b Qe
3 1
PourX:—z',b:§+z'§. On conclut,
3X+1:%—i%+§+i%‘
X2+1 X—i X+
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4.4 Applications :

Parmi les applications importantes des fractions rationnelles est le calcul d’intégrales.

Nous allons voir ici deux exemples.

Exemple 1 :
Calculer l'intégrale suivante
/2 312+ 2z + 1
——————dx
L (@24 +1)
D’aprés un calcul précédent, nous avons
3042041 1 L 2ot
r(z24+z+1) 2z 224+x+1

Par conséquent,

/2 3x2+2x+1d /dm / 20 + 1
—x -
(22 +x+1) 2 +r+1

[lnaz]1 [ln(x —i—:l:—i—l)}l

= In2+In7—1n3.

Exemple 2
Calculer I'intégrale suivante

2 dr
1 eT — ef:v'

On fait le changement de variable t = e¢”, on a
dt
dt:ewdas:td:pédeY

Donc 'intégrale devient
2

/2 dv / dt
et —e f t(t—1/t)

e dt
=
I L B L/
_§/et——1_§/et+1

= [In(t = D))" — [In(

(t+1)]
1 ec—1 1
= —In =
2 <62—|—1> 2 (e—l)

dx

() ()
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Dans le plan R?, la somme de deux vecteurs est un nouveau vecteur de R?, ce qui
implique que la somme est une loi de composition interne de R?. De plus, quand on
multiplie un vecteur par un nombre réel on obtient un vecteur de R?. Ces propriétés sont
celles d’un espace vectoriel.

Au cours de ce chapitre, la beauté et la puissance de 'algébre linéaire va se voir
plus clairement quand on découvre que R™ n’est qu'un espace vectoriel. Par ailleurs, en
réalité, étudier un espace vectoriel n’est pas tres différent d’étudier R™ lui méme. Nous
allons donner une interprétation géométrique de chaque notion algébrique.

5.1 Deéfinitions

Un espace vectoriel est un ensemble £ non vide d’éléments appelés vecteurs sur
lequel sont définies deux lois :
— Loi de Composition Interne L.C.I notée +

+: ExE — F
(u,v) — u+tv e E.

— Loi de Composition Externe L.C.E sur K (K =R ou C) notée x ou - :

x: KxbF — FE
(A\u) — AxvEE,

Tels que,
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1. (E,+) est un groupe commutatif c’est a dire

p

Vu,ve FE : utv =v+tu,
Vu,v,weFE : ut(vtw) = (utv)+w,

L’élément neutre pour + dans E est Og le vecteur nul

| Vu € E vecteur, —u son opposé, u+(—u) = Op.

2. Vu,ve E;VA€ER : Ax(utv) = AXu+Axv,
3. VYue E, VA, peR : (A + pu)Xu = AXu+pxu,
4. Yue E,VA peR - Ax(puxu) = (Ap)Xu,

5. 1xXu = u.

Remarque : Les éléments de K sont appelés des scalaires.
Exemples :

1. R2, R? et R", plus généralement, sont des espaces vectoriels sur R et C.

2. L’ensemble E' = R, [X] (des polyndmes de degré < n dans R) est un espace vectoriel
sur R. En effet,
— +est LCIsur E:

PeceEeP=a+uX+aX+ - +a,X"
QGE@Q:bO—Fle—FbQAXQ—F—anXn

(P+Q)(x) = (ag + by) + (a1 + b)) X + (az + b)) X?* + -+ (an + by) X",

donc P+Q € E.
- x est L.CE :

AER, AXP = dag + Ay X + Aao X? + - + Aa, X"

donc, AXP € E.
— (E,+) est un groupe commutatif i.e

(VP, Qe E : P+Q = Q+P,
VP, Q,GeE: PHQ+G) = (P+Q)+G,
L’¢élément neutre pour + dans E est P = Og (le polynéme nul)

PecEeseP=ag+uX+aX+ - +a,X"

—P=—ay—a; X —asX?— -+ —a, X", P+(—P) = 0p.
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PecEsP=ay+a X +aX?+- - +a, X",
QEESQ=0by+bX+bX>+---4+b, X",

)\X(PJFQ) = )\(CL() + bo) + )\((ll + bl)X + )\(CLQ + bQ)X2 + 4 /\(an + bn)Xn,

donc
VP, Qe E VYAER : AX(P+Q) = AXP+AXQ.

De la méme fagon on démontre que
~VPeE VYN ueR : (A4 p)xP = AxP+uxP,
= Ax(puxP) = (Au)x P,
- 1xP=P.

Dans beaucoup de situations, ’espace vectoriel en question est un sous ensemble d’'un
espace vectoriel plus grand. Dans ce cas, seuls trois points doivent étre vérifiés, les autres
sont automatiquement vérifiés.

5.2 Sous-Espaces vectoriels :

Un ensemble H C E (E est un espace vectoriel sur K) est dit un sous-espace
vectoriel de £ si et seulement si

1. 0p € H,

2. Yu,ve H, ut+v € H,

3. Vue H VA e K, Axu € H.
Exemples

1. Une droite réelle de R? qui passe par 'origine est un sous espace vectoriel. En fait,
une droite réelle peut étre définie par ’ensemble suivant

no{(2) e ),
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ensuite,
y+y =ar+ar’ =alx+12')=u+ve H.

iii)SoitAERetu:(§>EH,alors

en outre,
Ay =alx =a(lz) = Au € H.

Géométriquement, on peut voir qu’une droite réelle passant par 1’origine est un sous
espace vectoriel. En fait, elle passe par l'origine veut dire que (0, 0) lui appartient.
De plus, si on fait la somme de deux vecteurs dans la droite, on y reste. Enfin, si
on multiplie un vecteur de la droite par un scalaire, on sort pas de la droite.

. Soit E' = R,[X] (I’ensemble de tous les polynémes de degré < n), on définie le sous

ensemble H par
H={PecFE:P=aX? acR}.

Montrons que H est un sous-espace vectoriel de E. En effet,
i)poura=0,onaP=0X?=0¢€ H,
ii) Soient P, Q € H, c’est a dire

P=aX? aceR, Q=0bX*beR

alors,
P+Q = (a+b)X*€H.

iii) Pour P€ Het A€ R, on a

P=aX% acR=AP=XaX?>€ H.

. Soit le sous ensemble H de R?

-{(;) s

Géométriquement, H représente le disque limité par le cercle 22 +y? = 1. On peut
imaginer que la somme de deux vecteurs peut sortir du disque. En effet, soient

u:<(1))€H, v:((1)>€H, maisu—l—v:<1)¢H.

On conclut que H n’est pas un sous espace vectoriel.

Dans la suite, nous allons considérer des espaces vectoriels sur R, et les mémes définitions
sont valables sur C.
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5.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E, alors on appelle
la somme de F' et G le sous ensemble F' + G de E définie par

F+G = {wekE, tlquedue F,JveG, w=u+uv}
= {u+v,ue F,veqG}

Exemple :
Soient les deux sous-espaces vectoriels de R? définis par

F={(z,y,2) ER’ : 2 =y =0},

G={(ry,z2) €R®: y=2=0},

Un élément de F' s’écrit de la forme (0,0, z). Un élément de G s’écrit de la forme (z, 0, 0).
Ainsi, les sommes d’un élément de F et d’un élément de G est de la forme

(0,0,2) + (2,0,0) = (x,0,2).
D’autre part, un élément (x,0, z) s’écrit de la forme

(x,0,2) = (0,0, 2) + (x,0,0),
avec (0,0,2) € F et (2,0,0) € G. D’o,

F+G={(z,y,2) : y=0}.

Définition 23 Sous-espace engendré par des vecteurs

Soit E un espace vectoriel et vy, va, ..., v,, € E. On appelle espace engendré par
V1, V2, ..., Up, le sous-espace vectoriel de E, noté L{vy, va, ..., Uy} ou (v1, Vo, ..., Up),
défini par

L{v1, Vo, ..., U} ={aq v + Qa9+ -+ + Qp U, 1, Qa, .., € R}
Exemple :

Soit le sous ensemble H de R3 défini par

x x 5b + 2¢
H= y | eR3: y | = b ,a,b,ceR
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Regardons si H est engendré par des vecteurs. En fait,

T T 5b 2c
H = y |eR¥: [y = b |+ 0 |,bceR
z z 0 c
T T 2
= y | eR®: y | =bl 1 ]+c| 0 ],bceR
z z 1
5 2
= L 1], 0
0 1

Définition 24 Somme directe de Sous-Espaces vectoriels

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E (E un espace vectoriel). On dit que F
et G sont en somme directe ou que la somme de F' et G est directe, et on note F & G,
st et seulement si

FNnG={0}.

Exemple :
Dans I'exemple de la somme de sous-espaces F' et G de R?, ot F' et G sont donnés par

F={(z,y,2) €R® : x =y =0},

G={(ry,2) eR®: y=2=0},
on a

FﬂG:{(:C,y,z)GR?’ rx=y=0ety=2z=0}={(0,0,0)}

Donc, la somme de F' et G est directe et on note

FaeG={(zy,z2) : y=0}

Définition 25 Sous-Espaces Supplémentaires
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F' est le supplémentaire de
G si et seulement si

1. E=F+G,

2. FNG = {0}, et on note
E=FadG.
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Exemple :
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de R? définis par

t+ 2s
F= s ,t,seR
t+s
a
G= 0 ,aeR
—a

Montrons que F @& G = R3.

1. Est ce que E = F + G ? on sait que F' 4+ G C R?, montrons que R® C F + G. En
fait, soit (z,y,2z) € R?, déterminons ¢, s et a (en fonction z, y et 2) tels que

T t+2s a t+2s+a=ux t=3(-3y+z+2)
y | = s + 0 SS9 5=y =< s=y
z t+s —a t+s—a=z a=3(x—y—=z)
2. FNG={0}7
x t+2s a
FNnG = y | = S = 0 ,t,seR
z t+s —a
x t+2s=a
= y | : s=0 ={(0,0,0)}.
z t+s=—a

Exercice théorique : (Propriétés sur les sous-espaces vectoriels)
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel £, montrer que

1. FFN G est un sous-espace vectoriel.

2. F + G est un sous-espace vectoriel.
3. Si F& G = E, alors

YVwe E,NueF,IveG w=u+w.

Solution :

1. FFN G est un sous espace vectoriel
H0e FNG?

Comme F et G sont des sous espaces vectoriels, alors

0erl
{OGG =0ec F'NndG.
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ii) Soient u, v € F NG, est ce que u+v € FNG?

we FNG weEFetued
veEFNG veEFetved

Puisque F et G sont des sous espaces, alors

utv e F
{u+v€G =sutve FNG

iii) Soient u € FNG et A € R, alors est ce que hu € FNG?

{)‘XUGF = uc FNdG.

Axu € G

. F' 4+ G est il un sous espace vectoriel 7

H0e F+G?

0eF
{OGG =0=_0 + 0 eF+d.
cl cG

ii) Soient w, z € F + G, est ce que w+z € F'+ G?

weF+G JueF,dv e, w=utv
e F+G Ju' € F,3v € G, z=u+

Puisque F et GG sont des sous espaces, alors

{ utu € F

- / /
v € G = w+ 2z = (utu')+(v+v") € F+ G

iii) Soient w € F + G et A € R, alors Axw € '+ G?

w=u+v,u€F,veG Axue = AXw = AXu+Axv € F 4+ G.
Axv e G

. E=F®dG, alors

E=F+Get FNG = {0}.
C’est a dire,
weFE=3uekF, JveG, w=utv.

Reste a démontrer I'unicité. Supposons par absurde qu’il existe ' € F et v’ € G,
alors

utv=u+v = u—u =v-1

S—— =
€F e
= u—u,v—v e FNG={0}

= u—u=v—0v =0.
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5.3.1 Familles d’espaces vectoriels

Dans les sections précédentes, nous avons vu les espaces vectoriels et les sous-espaces
vectoriels. Ici, nous allons étudier les propriétés des familles d’un espace vectoriel. Une
famille B de vecteurs vy, vo, ..., v, est notée

B = {v1,vq,...,0,}.

Définition 26 Famille libre et Famalle liée
Une famille B = {vy,vq,...,v,} d’un espace vectoriel est dite libre si et seulement si

V()\l,)\g,...,AP)E]Rp : /\1U1+)\2U2+"'+>\p7)p:0:>)\1:>\2:"':)\p:0.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée. C'est a dire 3 (A1, Mg, ..., Ay) # (0,0,...,0),
tel que
)\11}1 + )\2’02 + -+ )\p?)p =0.

Exemples :

1. Soient les vecteurs v; et v, de R? donnés par

Montrons que {v;, v2} forment une famille libre de R3. Soient A, Ay € R, alors

1 -3 0
/\101+)\2U2:O <~ /\1 -1 +/\2 1 = 0
1 0 0
/\1—3)\2:0
= A +X=0
)\120
= )\1:)\220.

2. E = Ry[X]. Soient
P=1+X%et P,=1-X"

Alors, {P;, P>} est une famille libre. En effet, soient A\, p € R :
AP 4+ Py =0= (A— )z + (A +p) =0.

D’on,

{ i—?—//j i 8 ( les coefficients d’un polynéme nul sont tous nuls ) = A = pu = 0.
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Définition 27 Combinaison linéaire
Soit ' un espace vectoriel. Un vecteur v € E est une combinaison linéaire des
vecteurs vy, vV, ..., v, St et seulement si

I (A, A2, An) ERY, tel quev = A,

=1

Proposition :
Soit {vy, va, ..., v,} une famille de E. Sil'un des vecteurs de cette famille est combinaison
linéaire des autres, c’est a dire

E'j S P, 3 ()\1, )\2, Ce ,)\p) c Rp, Vj = )\17)1 + -+ >‘j—1vj—1 + /\j—l—lvj—l—l —+ 4 /\pUp,

alors cette famille est liée.
Exemple :
E = R;[X]. Soient
P=1 P=X, P,=4—-X.

Alors, { Py, P2, P3} est une famille liée. Car il existe A =4 et = —1, tels que

sz)\Pl‘i‘/LPQ.

Définition 28 Base d’un espace vectoriel
Une famille {v1,vq,...,v,} de vecteurs d’un espace vectoriel E est dite base si et seule-
ment si les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. {vy,ve,...,u,} est une famille libre,
2.Vu e E, I(M\, N, ..., ) € RP, tel que

u = /\1’01 +)\2U2 + - —|—)\p1)p.

Remarque : La deuxiéme condition veut dire que chaque élément de E admet une
représentation dans cette famille. Une famille qui vérifie cette condition s’appelle
génératrice.
Exemples :

1. Un vecteur v de R? est défini par ses coordonnées z, y et z,

T T 0 0 1 0 0
y | = 0|+ + =z 0 J+y|l 1 |+2] O
z 0 0 0 0 1

€1 €2 €3
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Dong, la famille {e;, e, e3} est génératrice. De plus, elle libre (facile a vérifier).
Ainsi, cette famille est une base de R3. Dans la littérature, {ey, es, e3} est appelée
base canonique de R3 et d’une maniére générale, la famille

(/1 0 0 0\ )
1 0 0

07 71?70
L\ 0 0 0 1)

est la base canonique de R".
2. Soit F = R, [X], la famille {1, X, X? ..., X"} est une base dans F. En effet,
(a) Pour tout (Mg, A1,...,A,) € R" ona

M+MX+ -+ XX"=0=>Xg=A\1 ==\, =0.
(b) Par ailleurs, soit un polynéme P € E, alors
P=a+au X+ +a,X", avec ag, ay,..., a, € R.
Ce qu'il fallait démontrer.

Théoréme 5.3.1 Unaicité de la présentation
Soit {vy, v, ..., v,} une base, pour tout w € E, 3 (A1, Ao, ..., \y) € RP, tel que

u = )\11)1 +)\202 + - +>\p1}p.

Démonstration :

Ezistence

Soit u € E, puisque {vy, v, ..., v,} est une base, alors 3 (Ay, Ag,..., Ay) € R, tel que
u = )\11}1 + )\21)2 + 4 )\pl)p.

Unicité

Supposons par absurde qu’il existe (1, fiz, ..., fp) € RP, tel que
U = [10U1 + faV2 + - -+ + UpUp,
ce qui implique que

M =)o+ Ao —p)va+ -+ X — ), =0=>a1 = ==, =0.

al o2 ap
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Définition 29 Dimension d’un espace vectoriel
On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension n € N et on note dim F = n s’il
existe dans E une base contenant n vecteurs.

Exemples :
1 0 9 ) N
0 ) 1 est base de R* = dim R” = 2.
1 0 0
0], 11,1 0 est base de R® = dimR?® = 3.
0 1
3.

{1, X, X?} est base de Ry[X] = dim Ry[X] = 3.
4. dim {0} = 0 par convention.
Propriétés :
Soit E un espace vectoriel, alors

1. Toutes les bases de E contiennent le méme nombre de vecteurs, autrement dit la
dimension d’un espace vectoriel est unique.

2. Si E est de dimension finie n alors toute famille libre de n éléments est une base.

3. Si E est de dimension finie n alors toute famille qui contient plus de n éléments ne
peut pas étre libre.

4. Si H est un espace vectoriel de F, alors,

dim H < dim FE.

(03)(5)) e aere

En effet, cette famille est libre car

(1) en(2)=(5)=rmnme

Par ailleurs, dim R? = 2 et cette famille contient deux vecteurs.

Exemple :

5.4 Applications

Dans cette partie, nous allons étudier deux applications des espaces vectoriels en
physique.
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Exemple 1 :

Quand on suspend une masse m a l'extrimité d’un ressord et on la lache aprés avoir
tiré, ’écart y de la masse par rapport a sa position du repot est donné par

y(t) = a coswt + fsinwt.
w est une constante qui dépend de la masse et du ressord. Soit A I'ensemble défini par
A ={a coswt + Bsinwt, a, § € R}.

A est un espace vectoriel (c’est a 1’'étudiant de le vérifier) et {coswt, sinwt} est une base
de A. En effet, cette famille est génératrice comme elle représente tous les éléments de
A. De plus, soient A\, Ay € R, on a

A1 coswt + Ay sinwt = 0,
7
ceci est vérifié pour tout ¢, en particulier pour ¢t =0 et t = 2% on obtient
w
A1 cos0+ A sin0=0= X\ = 0.

A1 cos(m/2) + Ag sin(m/2) =0 = Xy = 0.

Exemple 2 :

Les quatres polynomes d’Hermite sont Hy = 1, H; = 2X, Hy = —2 + 4X? et
Hs; = —12X +8X3. Ces polynomes apparaissent naturellement dans I’étude de certaines
équations différentielles importantes en physique mathématique, par exemple ’équation

H(t) — 2tH(t) 4 2nH,(t) = 0.

Montrer que les quatres polynémes d’'Hermite forment une base de R3[X]. D’une part,
dim R3[X] =4 = card {Hy, H,, Hy, H3}, donc il suffit de montrer que { Hy, Hy, Ho, H3}
est libre. Soient \g, A1, A2, A3 € R,

)\0H0 + )\1H1 + )\2H2 + )\3H3 =0
ceci est équivalent a
Ao+ 20X 4 Ao(—2 +4X3?) + A3(—12X +8X?3) =0,

donc,
(Mo — 2X2) + (2 — 1203) X + 40 X2 + 83 X° = 0.

Ainsi,
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5.5 Exercices

Exercice 1 : Déterminer parmi les ensembles suivants lesquels sont des sous espaces
vectoriels :

1. . P
2. Fh={PeRy[X]: P
3. F3={P € Ry[X] : P(0) =0} de Ry[X].
4.
5
6
7

F) = {P € Ry[X]

aX (X —1), a € R} de Ry[X].
X? +a, a € R} de Ry[X].

Fy={(z,y,2) € R® : (v/Ba+2¢,b,¢), a, b, c € R} de R.

Fs={(z,y,z,w) €R*: (a —b,b—c,c—a,7b), a, b, c € R} de R™.
. Fy={(x,y,z,w) € R*: (4a+3,0,a + b+ c,c — 2a), a, b, c € R} de R™.

. Soit C[0, 1] Iespace des fonctions continues sur [0, 1]

f:la,b] = R

Montrer que H = {f € C[0,1] : f(0) = f(1)} est un sous espace de C0, 1].

Solution :

1.

F} est un sous espace vectoriel de Ro[X] car il est un ensemble engendré par une
famille de vecteurs

P =L{X*-X}.
F, n’est pas un sous espace vectoriel car P =0 ¢ Fy.
F3 est un sous espace vectoriel (facile a vérifier les trois conditions).

F est un sous espace vectoriel comme

V5 0 2

F,=L o |, 11],(o0

0 0 1

F5 est un sous espace vectoriel puisque

1 -1 0
-1 1 -1

Fs=L 0o |’ 0o |’ 1

0 T 0

Fs n’est pas un sous espace vectoriel car 0 ¢ Fj.
H est un sous espace vectoriel, en fait

(a) f=0¢€ H, comme f(0)= f(1) =0.
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(b) Soient f et g dans H, c’est a dire

f(0) = f(1) = 0 et g(0) = g(1) = 0.

Alors on a,

(f +9)(0) = (f +9)(1) = 0.
(c) Pour fe Het A€ R, on a

f(0) = f(1) = 0= Af(0) = Af(1) = 0.

Exercice 2 : Parmi les familles suivantes précisez lesquelles sont libres ensuite lesquelles
sont des bases de R3 :

1 1 1
1. Bl = 0 9 ]- ) 1 Y
0 0 1
1 0 0
2. By = 0], 0], 1 ,
1 0 0
1 3 -3
3. B3 - 0 9 2 9 _5 )
—2 —4 1
2 1 —7
4. 84 - _2 9 _3 9 5 )
1 2 4
1 3 3 0
5. Bs = -4 1], -5 1, -5 1, —2 ,
3 4 4 2
1 —4
6. Bg = 2 , -5
-3 6
Solution :

1. B; est une famille libre. De plus, card B; = dim R?, donc B; est une base.
2. By n’est pas une famille libre, car 0 € Bs.

3. Bs est une famille libre. De plus, card B; = dim R?, donc B est une base.
4. B, est une famille libre. De plus, card B, = dim R?, donc B, est une base.
5. Bs n’est pas une famille libre car card Bs > dim R3.

6. Bg est une famille libre, mais pas une base car card Bg < dim R3.

Exercice 3 : Cherchez la dimension des sous-espaces suivants :
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s— 2t
1. I} = s+t st eR G
3t
Vs
2. IH = —TS s, teR
—t
2c
3. Fy = a— Vb a,b,ceR
b—3c
a-+ 2b
4. Fy={(a,b,c) : a—3b+c=0, b—5c=0},
5. Fs = {(a,b,¢) : a—+/3b+c=0}.
Solution :
1 -2
1. Fi=L 1], 1 et dim F} = 2 car Fj est engendré par deux vecteurs
0 3
qui forment une famille libre.

0 V4
0 , s et dim £y = 2.
-1 0

0 -3
2 0

5 et dim Fy = 1.

1

V3 -1

1 , 0 et dim F5 = 2.
0 1

Exercice 4 : Soient

5. Fs =L

0 0 2
3. iy=1L L : -5 , 0 et dim Fy = 3.

E={(r,y,2) ER® : 2z +y—2=0et z+2y+2 =0}

F={(z,y,2) €eR® : 22 — 3y + 2 = 0}
deux sous espaces vectoriels de R3.
1. Déterminer une base de E.

2. Déterminer une base de F'.
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3. Calculer E+ F. A-t-on E® F =R3?
Solution :

1. Un vecteur (x,y, z) € E vérifie

T T 1
{2x+y—z—0 {x——y
= =|ly |=| =2 | =2 -1
r+2y+2=0 z=2x
z x 1
Ce qui implique que
1
E=CL -1
1
1
Comme v = | —1 | # 0 et v engendre E, alors {v} est une base de E.
1

2. Un vecteur (z,y, z) € E vérifie 'équation

T 1
20 =3y +2=0= 2= -2+ 3y = Y =x 0 +y
—2x + 3y —2
Par conséquent,
1 0
F=L 0 N
—2 3
puisque la famille
1 0
0 N
-2 3

engendre F' et elle est en plus libre, alors c¢’est une base de F'.

3. Calculons F + F,

E+F = {u+w,ue E,weF}

1 1 0

= al|l -1 | +5 0 +v1 1 |,a, B, 7R
1 —2 3
1 1 0

—cdl =1 ). o |, |1

w = O
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Par ailleurs, déterminons F N F, en fait u = (z,y,2) € EN F c’est a dire

20 +y—2=0
r+2y+2=0 =as=y=z=0=ENF={0}.
20 —3y+2=0

Ainsi, la somme de E et F' est directe. De plus, comme la famille

1 1

w = O

est une base de E @ F et de R3, alors £ @ F = R3.

Exercice 5 : Soit I'espace E de toutes les suites convergentes de R. Soient les sous
ensembles I et Ey de E définis comme suit

Ey = {(un), € E/ (uy,), est constante},

Ey, = {(un), € E/ (uy), converge vers zéro} .

1. Montrer que F; et Fy sont des sous espaces vectoriels de E.

2. Montrer que E; @ Fy = E. ( Indication : montrer que E; N Ey = {0}. Ensuite,
prenez une suite convergente et essayez de montrer qu’elle s’écrit comme somme
deux suites, une constante et une autre tend vers 0).

Solution :

1. la suite nulle u, = 0 pour tout n € N est une suite constante qui converge vers
zéro, donc u,, = 0 € E; N E5. Ensuite, la somme de deux suites convergentes vers
zéro est une suite qui converge vers zéro (la somme de deux limites nulles est une
limite nulle) et la somme de deux suites constantes est une suite constante. Enfin,
soient (uy), € F1, (Uy), € Eo et A € R, alors

lim Au, =A lim u, =0
n—-+oo n—-+o0o
et A(vy), reste une suite constante. Ainsi, F; et Ey sont deux sous espaces vecto-
riels.

2. Montrons que E) @ Fy, = E. Tout d’abord soit (u,), € E1 N Es, alors (uy,), est une
suite constante qui converge vers zéro, donc elle est nulle. Ainsi, Fy N Ey = {0}.
Par ailleurs, soit u,, une suite convergente vers [ € R, alors on a

Uy = Up — | l
n n +\ 2
Un Wn

ou lim,, 4o v, = 0 et (w,), est une suite constante. On conclut que chaque suite
convergente de E est somme de deux suites une de F; et l'autre de Ej.
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Exercice 6 : Soient E, et F des sous ensembles de R?, ol @ € R est un paramétre :
E,={(z,y,2) tax+y+2=0}, F={(r,y,2) : 2x+z2=0et y+2=0}.

1. Montrer que E, et F sont des sous espaces vectoriels de R3.
2. Si a # 0, donner une base et la dimension de F,.
3. Donner une base et la dimension de F'.
4. Pour quelles valeurs de a on a B, @ ' = R3?
Solution :

1. Montrer que FE, et F sont des sous espaces vectoriels de R3. (Facile a vérifier a ce
stade des exercices)

2. Si a # 0, une base de F, est donnée par

donc, dim £, = 2.
3. une base de F':

-2
la dimension est donc dim F' = 1.

4. Pour quelles valeurs de a on a E, ® F = R3? il faut chercher quelles sont les valeurs

de "a" telles que
1 0 1

o |, t |, [ 2
—a —1 —2

est base de R?, comme dimR3 = Card de cette famille , alors il suffit de vérifier
qu’elle est libre

a+v=0

B+2y=0

—aa— 3 —2y=0

il suffit que a # 0.
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Pour un vecteur u = (x,y) de R?, le vecteur v = (—x, —y) de R? est le symétrique de
u par rapport a l'origine (0,0). On peut définir 'application 7" qui est pour tout vecteur
de R? associe son symétrique par rapport a l'origine (0,0) comme suit

T:R?> = R? T(z,9) = (—z, —y),

alors cette application vérifie les propriétés d’'une application linéaire.
Au cours de ce chapitre, nous allons étudier les applications linéaires.

6.1 Deéfinitions

Définition 30 Application linéaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels. On dit qu’une application T

T:EF—=F

est linéaire si et seulement si
1. Yu,v € E, T(ut+v) =T (u)+T(v),
2. Vue E,VXeR, T(Axu) = AxT(u).

Autrement dit, une application linéaire transforme la loi interne de I'espace de départ
FE en loi interne de 'espace d’arrivé I', de méme pour la loi externe.

L’espace de toutes les applications linéaires de £ dans F' est un espace vectoriel (a
I'étudiant de le vérifier a titre d’exercice ) noté par L(E, F).
Exemples :
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1. Soit I'application

T:R? = R? T(z,y) = (—x, —y),

montrons qu’elle est linéaire. En fait, soient u = (z,y) € R%, v = (2/,¢) € R? et
A € R, alors on a

reo-r(30) - (000) - (5) () -rwen

Ensuite,
o= ()= (241 =2 (5) oo

. Soit I'application T" définie par

T Ry[X] — R2, T(P) = ( 5((%)) ) |

montrons qu’elle est linéaire. En fait, soient P = aX?+bX +cet Q = o’ X?+b/ X+
dans Ry[X] et A € R, alors

- (18 -(59)+(88)-mnemo

=)

De plus,

o= (G510 )=+ £ ) e

. Soient E et I les espaces vectoriels définis par

E =C"[a,b]) = {f : [a,b] — R, f’ existe et elle est continue},
F =C([a,b]) ={f : [a,b] = R, f est continue}.
Montrons que 'application
T:E—F T(f)=/Ff
est linéaire. En effet, soient f, g € F et A € R, on a
T(f+9) = +9) =1 +9g =T +T(9)

De plus,
TAf) = (Af) = Af" = AT(f).
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6.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 31 Noyau d’une application linéaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels et T est une application linéaire

T:E— F

On appelle noyau de ’application linéaire T le sous ensemble noté Ker T défini comme
suit

KerT={ueFE : T(u) =0p}.

Exemples : Déterminer les noyaux des applications définies dans les exemples précé-

KerT = {(m,y) eR?: T(z,y) = ( :g ) = ( 8 )} = {0}

KerT:{PeRg[X] : T(P)z(ﬁ((%))>=(8>},

P =aX?+bX + ¢, donc

dents :
1.

Ce qui implique que,
PeKerT < P =aX?,

on conclut que

KerT = {P eRy[X] : P=aX? a€R} = L{X?}.

KerT={feE:T(f)=f =0}={f €FE : f constante}.

Définition 32 I'mage d’une application linéaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels et T' est une application linéaire

T:FE—F.
On appelle tmage de ’application linéaire T le sous ensemble noté ImT défini par
ImT={veF FJueE : :v=T(u)}={T(u),ue E}.

Exemples : On considére les exemples précédents :
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1.
ImT = {T(z,y), (v,y) € R?}
B (S
_ {x(_()l)—l—y(_()l),(x,y)ER2}.
Do,
orel(2) ()}
2.

ImT = {T(P), P =aX?+bX +c e Ry[X]}
)

|
|

vll

P:aX2+bX+c€R2[X]}

(~0
(1))
(- (D)=

6.3 Rang d’une application linéaire

Définition 33 Rang d’une application linéaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels et T est une application linéaire

T:FE — F.

On appelle le rang de Uapplication T la dimension de son image et on note rang T =
dimImT.

Théoréme 6.3.1 Théoréme du Rang
Soient E et F' deux espaces vectoriels et T' est une application linéaire

T:E—F,

alors on a
dim £ = dim ker T+ rang T.

Exemple : Soit I'application linéaire T" définie par

T Ry[X] — B2, T(P) = ( P(0) )
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Déterminer le rang de T'. Pour se faire, on utilise le Théoréme du Rang. En effet,

KerTz{P€R2[X]3T(P>:(£Eg§):<g)}7

P =aX?+bX +c, donc

c=0
da+2b=0= b= —2a,

P0)=P2)=0< {
Donc,
KerT = {OLX2 —2aX,a,be R} = ﬁ{X2 — QX} = dim KerT = 1.

D’aprés le théoréme du Rang,

dimRy[X] =dim Ker T +rangT = rang T = 2.

6.4 Applications linéaires injectives, surjectives
Soient E et F' deux espaces vectoriels. L’application T’
T:E—F

est linéaire, alors
1. T(0) =0,

2. T est injective si et seulement si KerT = {0}.

3. Supposons que T est injective, alors si {uy, ua, ..., u,} est une famille libre de E,
on aura {T(uy), T(uz),..., T(u,)} est famille libre de F'.
4. On suppose que T est bijective, si {uy, ug,..., u,} est une base de E, alors
{T(u1), T(uz),..., T(u,)} est base de F.
Preuve :

1. T(0) = T(0xx) = 0xT(x) = 0 (pour un = dans FE).

2. (a) Supposons que T est injective et montrons que KerT = {0}. Soit u dans F,
alors

u€ KerT = T(u)=0

T injective

Comme, {0} C KerT, on a KerT = {0}.
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(b) Supposons maintenant que KerT =
soient u et v dans E

{0} et montrons que T est injective,

Tu)=Tw) <= T —-Tw) =0
— T(u—v)=0
& u—v=0=u=nv.
Ker T={0}

D’ou le résultat.

3. Supposons que T' est injective et que {uy, ug,..

., Uy} est une famille libre de

E, montrons que {7T'(u1), T(usg), ..., T(uy)} est famille libre de F. En fait, soient

A1, Aoy .oy Ay € R tels que
/\1T<U1) + /\2T<U2) + -

comme 7T’ est linéaire, on obtient

4+ AT (uy,) =0,

T()\lul + )\1U2 + -+ )\mum) =0= T(O),

puisque 7' est injective, on aura

)\1’11,1 + )\1’&2 + -+ )\mum =0.
Ce qui implique que
>\1:>\2::)\m:0
car {uy, Ug,..., Uy} est une famille libre.

4. On suppose que T est bijective, si {uy, ug,...,u,} est une base de E, alors
{T(u1), T(ug),...,T(u,)} est base de F. Tout d’abord, d’aprés la question pré-
cédente, {T'(uq), T(ug),...,T(u,)} est une famille libre de F' reste & montrer
qu’elle est une famille génératrice. Autrement dit, soit v € F' montrons qu’il existe
ai, Qa, ..., Gy € R tels que

v=oT(u1) + T (ug) + - - - + T (Up,).
En fait, comme T est bijective alors il existe u € E tel que v = T'(u). De plus,
comme {uy, Us,...,u,} est une base de F, alors, il existe oy, ag, -+, ay, € R tels
que
U= Uy + QU + -+ + WUy,
Par conséquent,
v="T(u)=T(au; + aqug + -+ + Qi) = T (uy) + o T (ug) + -+ - + amT (Un,).
Ce qu’il fallait démontrer.
Remarques :

— Si T est bijective, alors dim F = dim F' d’aprés 4.
— Si T est injective, alors dim £ < dim F' d’aprés 3 et par ce qu’'une famille qui
contient plus de dim F' éléments ne peut pas étre libre (regardez Chapitre 5).
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6.5 Exercices :

Exercice 1 :

T:R* =R T(z,y,2) = (x4+ V2 + 225 +y—52),
1. Montrer que T est linéaire.
2. Déterminer KerT.
Solution :

1. T une application est lin¢aire. En fait, soient u = (x,y,2) € R® et v = (2/,¢/,2') €
R3, ensuite A € R, alors on a

x+a
Tu+v) = T| y+9
z+2
((x+x’)+\/§(y+y’)+(2+z’)>
2@ +a2")+(y+y) —5(z+2)

(x+\/§y+z>+<x/+ﬂy’+2’ > — T(u) + T(v).

2 +y — 5z 22" + 4y — 52
De plus,
AT
B (A +V2(0y) + (A2) T+V2y+2
T(w) =T ig - ( 200) + ) —502) ) A\ 2w y—5s ) =AW

2. Déterminons KerT

KerT = {(37,3172)611%3 : T(w,y,2) = ( A, ) - ( 8 )}

20 +y — 5z

_ {(a:,y,z)ER3 : { T+V2y+2=0 }

20+y—95z=0

—1-5V2
S T

= S (z,y,2) €R® :
—-1-2v2
SO T

—1-5v2

7
= L
—-1-2v2

7
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Exercice 2 :
T:R* =R T(x,y,2) = (—22+y+ 24y, v — 2y + 2),

1. Montrer que T' est linéaire.
2. Donner KerT, en déduire rangT.
3. Calculer ImT.
Solution :
1. Montrer que T est linéaire de la méme fagon que 'exercice précédent.

2. Déterminons KerT

KerT = 0 = rangT = dimR?® — dim Ker T = 3.

3. ImT = R3, d’aprés la question précédente, donc on peut prendre la base suivante

-2 1 1
ImT = 0 , 4 ,
1 -2

_ o

Exercice 3 :
T:R* =R T(r,y) = (v —y, -2 +2y),

1. Montrer que T est linéaire.
2. Montrer que T est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de KerT et une base de ImT.
Solution :
1. Montrons que T est linéaire par la méme méthode que les exercices précédents.

2. Calculons Ker T pour voir si T est injective.

KerT:ﬁ{(})}ﬂo}.

Donc, T n’est pas injective. De plus,
rangT = dimR? — dim Ker T = 1.

Ce qui implique Im T # R? c’est a dire T n’est pas surjective.
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3. D’aprés la question précédente

est base de KerT. Ensuite,

ImT = {T(x,y), (v,y) € R*}

- {( _;x_+y2y ) ,(z,y) € IR?}
= x@ﬂ;@, (z,y) € R?

v1 v2

vy = —wvy, donc on peut choisir {v;} comme base de ImT.

Exercice 5 : Soit T': E — F une application linéaire d'un espace vectoriel £ dans
un espace vectoriel F. Montrer que Ker T est un sous-espace de E et que ImT est un
sous-espace vectoriel de F'.

Solution : Montrons que KerT' est un sous espace de E.

1. 0 e KerT car T'(0) = 0.

2. Pour u et v dans KerT, on a

D’ou,
Tu+v)=Tw)+T(w)=0=u+v e KerT.

3. Pour u dans KerT et A € R, on a
T(Au) = AT'(u) =0= I € KerT.

Ce qui compléte la démonstration.
Maintenant montrons que Im 1" est un sous espace de F.
1. 0€ImT car 30 € E tel que T(0) = 0.

2. Pour vy et vy dans Im T, il existe u; et uy dans E tels que
T(uy) = vy et T(ug) = vs.
Ce qui implique que

v1 +ve = T(uy) + T(ug) = T(up +ug) = vy +v9 € ImT car uy + uy € E.
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3. Soient v dans ImT ( Ju € E tel que T'(u) =v ) et A€ R, on a
AT (u) = M < T(Au) = .

Comme \u € E, alorsv € ImT.
Exercice 6 : On définit 'application linéaire T : Ry[X] — R? par

_( P(0)
)= o) )
Calculer le noyau de T' et 'image de T'.
Solution : Déterminons Ker T’ comme suit

KerT:{PERQ[X] : T(p):(lf,((?)>=(8>},

P =aX?+bX + ¢, donc
P0)=P(1)=0& (c=0)et (2a+b=0).

Ce qui implique que,
Pc KerT < P =aX?—2aX,

on en déduit que
KerT ={P eRy[X] : P=a(X*-2X), a€ R} = L{X* - 2X}.
Maintenant on passe a l'image de 7', on a
ImT = {T(P), P=aX?>+0bX +cecRy[X]}

),P:aX2+bX+c€R2[X]}

¢ ),a,b,cER}
a+b

- eq(2)- (1) (o) =+(0) G ==

Exercice 7 : (L’analyse est appliquée) On définit 'application 7" par

[\

T:Cl0,1] —Clo,1], f T(f) = /If(t)dt.

Montrer que 1" est une application linéaire et déterminer le noyau de 7.
Solution :
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— Montrons que T est linéaire, en fait soient f, g € C[0, 1], on a

T

T +9) = [ (r+awa= [ 0+ o= [ s [ g
Ainsi, T(f +g) = T(f) + T(g). De plus, soit A € R
100 = ["Ona =[xz = [ = xr

D’ou la linéarité de T'.
— On détermine KerT. En effet, soit f € Ker T, alors

1 =oe [swa=o= ([ 10) <o

ceci implique que f(z) = 0 pour tout = € [0, 1], donc Ker T = {0}.
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Dans I'histoire, au 16 éme siécle les matrices sont apparues la premiére fois comme un
outil de calcul. En fait, les mathématiciens, comme Leibniz, Cramer, Cayley, Gauss, ont
utilisé des tableaux de nombres afin de présenter les solutions des systémes d’équations li-
néaires. Depuis, la théorie des matrices a evolué et actuellement elle est largement utilisée
dans beaucoup de domaines, par exemple I'imagerie médicale, systémes informatiques,
génie civile, biomathématiques...

Dans ce chapitre, nous allons aprendre le calcul sur les matrices dans K ot K = R
ou C, aussi que la relation entre les matrices et les applications linéaires.
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7.1 Définitions

Une matrice sur K est un tableau de nombres de K définie par des lignes et des
colonnes. Dans une matrice A de n lignes et p colonnes défnie comme suit

11 Q1; Q1p
;1 Qjj Qip
Gn1 Qpj Qnyp

— a;; est 'élément qui se situe a la ¢ éme ligne et a la j éme colonne.

— Les éléments diagonaux de A sont aq1, age, ass--- qui forment la diagonale prin-
cipale.

— Une matrice est dite carrée si le nombre de ses lignes est égale au nombre de ses
colonnes.

— Une matrice est dite diagonale si elle est carrée et que les éléments non diagonaux
son nuls c’est a dire

a;; = 0, chaque fois que i # j.

— Une matrice est dite nulle si tous ses éléments sont nuls.
— Une matrice est dite triangulaire supérieure si elle est carrée et que

a;; = 0, chaque fois que i > j.
— Une matrice est dite triangulaire inférieure si elle est carrée et que
a;; = 0, chaque fois que 7 < j.

— Les dimensions d’une matrice de n lignes et p colonnes sont (n,p) et on note n x p.
— L’espace de toutes les matrices d’ordre n x p sur K est un espace vectoriel noté
M, »(K). Si n = p, on note M,,(K)

Exemples
1. Matrices :
3 —1
A= 103 , B=1]5 2
2 4 5
—_——— 3 4
2%3 —_——
3Ix2
2. Matrices carrées :
1 -1 -1
C = 12 , D=10 1 0
-1 0
R ~ , | 2 1 1 ]

3x3
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3. Matrices diagonales :

300
G:010,H—[_50]
0 1

001 ~——

irra 2

4. Matrices triangulaires supérieures :

3 -1 5

I=l0 1 8 |, J:[_O5 _1\?32}.
0 0 =2 - ’
~ ~~ -~ 2x2
3x3
5. Matrices triangulaires inférieures :
3 0 0
-5 0
M= \/—7_.10 ’ N_{6 —1+3¢}‘
—1 37/ 8 . ~ g
~ ~ -~ 2x2
3x3

Dans la suite, nous allons considérer des matrices sur R et les mémes définitions sont
valables sur C.

7.2 Opérations sur les matrices

Somme et multiplication par un scalaire

Soient A et B deux matrices telles que les dimensions sont les mémes n X p :

ayy - @y o an biy - by - by
A= an - ay - ap |, B=1| by - by - by
|Gt Gy Gy | bur ot by e by

Les matrices A + B et AA pour A € R sont données par les formules suivantes

CL11+b11 (11j+b1j a1p+b1p

A+ B= a;1+byg - aij+bij aip+bip )

an1+bn1 anj+bnj anp+bnp
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i /\(111 s /\alj s /\alp
)\A = )\ail s /\aij s )\aip s
| Aap o Adng oo Aagy |
Exemples
4 0 5 1 11 2 =3
A_{—13 ?L B_{3 7} C_{o 1]
alors,

51 6 4 —6
A+B—[289},2C—{02}.

A+ C n’est pas définie car les dimensions de A ne sont pas les mémes que celles de C.

aces=| 272 8

-7 =7 —12
La multiplication matricielle

Soient A et B deux matrices. Le produit AB est défini si le nombre de colonnes de
A est égale au nombre de lignes de B, de plus les dimensions de AB sont définies par

A—=nxm
= AB —>nxp
B—mxp
ayp e Qi ot Qi bll Ce blj ce blp
AB pu— (I/’ll DEIY (II,7 .« . (]/’Lm b’Ll ... bl] DR blp
L QAn1 an] Qpm 1 L bml bmj bmp i
nxm mxp

L’élément (AB);; est I'élément défini comme suit
(AB)ij = aibi; + aiobyj + -+ + Wimnbmj

m
= E aikbkj.
k=1

Autrement dit, I'élément (AB);; est obtenu en effectuant la multiplication élément par
¢élément de la ¢ éme ligne par la j éme colonne.
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Exemple :

2 3 4 3 6
A_{1—51’ B_[1—2 3}
—_—— | —
2X2 2x3
A est de dimensions : 2 X 2,
B est de dimensions : 2 x 3.

Alors, AB est bien définie et de dimensions 2 x 3,

AB — 2x4+3x1 2x3+3x(-2) 2x6+3x3 11 0 21
Sl Ix4+(=5)x1 1x3+(=H)x(-2) 6x1+(=H)x3| | -1 13 =9 |°
Propriétés

A, B et C sont des matrices, alors
1. En général AB # BA,

2. La régle de simplification matricielle n’est pas valable c’est a dire

AB = AC n’implique pas que B =C,

AB =0 n’implique pas que A =0ouB =0.

4. Si une matrice est carrée, alors on peut calculer ses puissances, telles que A* pour

k e N*
AF=AA.- 4.
S —
k fois
Exemple : Soit la matrice diagonale
[a; 0 -~ 0 0 | [ab, 0 - 0 0 ]
D: 0 o aii e 0 jDk: 0 oo aégi e 0

i 0O --- 0 .- Gnn | I 0O --- 0 .- alﬁm_

(montrez ceci par récurrence).

Transposée d’une matrice

La transposée d’une matrice A de dimensions n x p est la matrice AT de dimensions
p x n dont les colonnes sont, dans l'ordre, les lignes de A. Une matrice est dite symé-
trique si A = A”.
Exemples :
a b a c
——— ——
2x2 2x2
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b a d
p_|@ c R
d e f

— ¢ f
2x3 N———

3Ix2

Propriétés :
1. (AT)" = 4,

2. (A+ B)T = AT + BT, (si les dimensions de A et B sont les mémes),
3. pour A € R, (AA)T = \AT|
4. (A.B)" = BTAT,

7.3 Déterminants

Il existe un type de matrices qui s’intervient dans la pratique plus que les autres
types. Ce sont les matrices carrées. A toute matrice carrée A correspond une valeur
réelle appelée le déterminant de A qu’on note det A ou |A|.

7.3.1 Calcul du déterminant d’une matrice 2 x 2

aix G2 |
= a11G022 — A12G21.

A= [““ alZ]%detA:

Q21 Q22

Q21 A22

Le résultat est donc obtenu en effectuant le produit des éléments opposés et en calculant
la différence entre eux.
Exemple :

7.3.2 Calcul du déterminant d’une matrice 3 x 3

Pour une matrice 3 x 3, on choisit une ligne ou une colonne, par exemple ici on choisit
la premiére ligne
ail G2 13
A= | an axp ag

a3; asz2 a33
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@11 Q12 A13
detA = o1 Q22 Q923

a31 dzz (33

- (—1>1+1 aiq det G2 23 :| +(—1)1+2 a12 det |: d21 d23 :|

| @32 Q33 a3; as3
N——— ——
Aql A2
a21 A2
+(—1)1+3a13det
a3y as2
———
Ai3

Ay est la matrice A aprés avoir supprimé la 1 ére ligne et la 1 ére colonne.
A;j est la matrice A aprés avoir supprimé la i éme ligne et la j éme colonne.
Exemple :

3 2 =3
A=1]5 -1 =2
1 1 -1
det A = (=1)"*'3 det { _11 :? +(=1)"*% 2 det [ ? _f ]
—_—— ——
A11 A12
o —1
_ _1\1+3
3(=1)"" det [ 11
———
Ais

= 3(1+2)—2(-5+2)—3(5+1) = —3.

= a11(a22033 - CL23G32) - a12(a21a33 - a31a23) + a13(a21a32 - CL226L31)-

A T’époque de Leibniz, la vie était simple et les matrices 2 x 2 et 3 x 3 avaient des appli-
cations tres importantes. Pourtant, depuis le 20 éme sciécle, surtout avec ’apparition de
I'ordinateur, la vie se compliquait de plus en plus. Aujourd’hui, les applications sont ba-
sées sur des matrices de tailles élevées. C’est pourquoi, on s’intéresse a la généralisation

des déterminants sur les matrices n X n.

7.3.3 Calcul du déterminant d’une matrice n X n

all o .. al] DR alp
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detA = a1 det AH — a2 det A12 —+ -4 (—].)H_i(lli det Ali + -+ (_1)1+n Q1 det Aln

n

= Z (—1)1+k a1k det Alk-

k=1

Plus généralement, le déterminant peut étre calculé par un développement selon n’im-
porte quelle ligne ou selon n’importe quelle colonne de A. Donc, le déterminant peut étre
défini par rapport a la iéme ligne comme suit

detA = (—1>i+l ;1 det Ail —+ (—1)i+2 ;9 det AiQ + -4 (_1)i+n Qin det Am

= Z (—1)i+k ke det A,k
k=1
Propriétés :

1. Le déterminant d’une matrice A diagonale n X n :

aiy 0 e 0
0 929 0
0 0 apn

detA:a11 X Qoo X +++ X App.-

2. Le déterminant d’une matrice A triangulaire supérieure n X n et B triangulaire
inférieure n x n :

a1 iz 0 Qi by O e 0
A O a.gg . a?n . B- ba1 b ce 0
0 e 0 App bnl e bn,n—l bnn

detA:a11 X Qoo X +++ X App.-
detB:bH nggX"'ann.

3. det AT = det A,
4. det(A.B) = det A det B.

5. Si, dans un déterminant, on rajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres
lignes le déterminant reste le méme.

6. Si, dans un déterminant, on rajoute & une colonne une combinaison linéaire des
autres colonnes le déterminant reste le méme.

7. Si une matrice A a deux lignes ou deux colonnes identiques, alors det A = 0.
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7.4 Inverse d’une matrice

Une matrice A carrée n x n est inversible si et seulement si det A # 0. Son inverse
est une matrice n x n qu’on note A~! telle que

AA =AY A =1, avec I est la matrice identitée définie comme suit

1 0 - 0 a1 -+ Qip
0 1 0

I=1 . ) A=
0 ... 0 1 an a

T
Cn - Cipn
L1 :
det A :
Cnl : Cnn
(Cow‘z,A)T
ol Cij = (—1)i+j det A”
Exemple :
1 -1 3
A=\ 5 1 -3
0 1 3

Il faut calculer d’abord le déterminant de A. On effectue des remplacements pour avoir
des zéros dans la premiére ligne :

1 -1 3 | L |60 0| Li+L o
detA=|5 1 —=3| Ly =|5 1 =3 | Ly :6’1 5 ‘:36.
0 1 3 |Ly |01 3 Ls
A A A N A
1 3 0 3 01
T e +‘13‘_1—1 _ig_gl‘:’_i
36 13 0 3 0 1 6\ 0 18 6
U R N
1 -3 5 —3 1]
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7.5 Matrices des applications linéaires

Dans cette section, on va voir que toute application linéaire est présentée par une
matrice.

7.5.1 DMatrices associées & une application linéaire

Soient F et F' deux espaces vectoriels tels que dim E = n et dim F' = m. Soit T une
application linéaire :
T:FE—F.

T(u) = (Th(u), Ta(u), ..., Tu(u)).

Ensuite, soient
{e1, €2, ..., e,} une base de E

et
{e1, €2,..., €m} une base de F.

Comme {¢;} est une base de F', donc
T(el) = 111 + @919 + -+ - + Am1Em.,

T(ez) = arze1 + agea + -+ + mam,
jusqu’a,
T(en) = a1p€1 + Qonca + - -+ + QmnEm.
Alors, la matrice de T' par rapport aux bases {e;} et {e;} est la matrice qu’on note

M(T)., ., telle que les colonnes sont les coordonnées des vecteurs T'(e;) dans la base
{e;}, comme suit

aipxy Qa2 - Qip
Q21 Q22 -+ QAap
M(T)., -, :
Am1  Am2 Amn
TV -
mxXn

Exemple : Soit 'application T" définie par
T:R® =R T(r,y,2) = (=22 +y+ 2,2 — 2y + 2).

Soit la base B de R? donnée par

B = {617 €2, 63} = 0 ) 1 ) 1
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s -{(4) (7))

Déterminons la matrice M(T)p 5. En fait,

et une base B’ de R?

T(er) = (=2,1), Tles) = (1, —1), T(e3) = (0,0).

Par conséquent,

de plus,

Enfin,

On conclut que,

1 1
S -
2 2

M(T)p,5 = -
22
2 2

On remarque que si on change les bases de 'ensemble de départ et celle d’arrivée, la
matrice associée change. Dans ce contexte, nous allons présenter comment changer les
bases dans un espace vectoriel.

7.5.2 Changement de bases

Soit E/ un espace vectoriel et soient

B={eeq...,en}

et
B ={e}, ey, ..., e}

n

des bases de E. Alors, la matrice de passage de B & B’ est la matrice carrée P telle que
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ dans ’ancienne base
B. C’est a dire les coordonnées des €} dans e;. De plus,

P:F — FE
X' - X=PX.
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On note, donc
B, {e} -5 E, {ei}.

Exemple : Soient les bases

1 1
B = {617 €2, 63} = O ) 1 )
0 0 1
et
1 3 -3
B = {e], ey, €5} = 0 , 2 .| -5
-2 —4 1

Déterminons la matrice de passage de B a B'.

1 1
0 = | 0 | +5
—2 0

—_ =

+ M

()
—_

= Qi + B2 + 72

|
W
(@)
(@)

N W
O =
— =
— = = — = — =

Q
Do

I
=
sy
(V)

I
=2
)

(&)

I

|
N

Ainsi, la matrice de passage P est donnée par

11 2
P = 2 6 -6
-2 -4 1

Dans le prochain paragraphe, on va voir la relation entre le changement de bases et les
matrices associées.

7.5.3 Changement de bases pour les applications

Soient E et F' deux espaces vectoriels tels que dim £ = n et dim F' = m. Soit T une
application linéaire :
T:E—F.

Ensuite, soient

{61, €9,..., en}
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et

{e}, €5, ..., e}
des bases de E. D’autre part, soient

{f17 f27"'7 fm}
et

{fi, for- s o}

des bases de F’ telles que

E, {€}} = E, {e;}.
en outre,

Q

On note par M la matrice de T' par rapport aux bases {e;} et {f;} et on note par M’ la
matrice de T' par rapport aux bases {e}} et {f/}

B, {e} = F A},

E, (e} 25 F {1

La question qui se pose est ce qu’il y a une relation entre les matrices M et M’'? la
réponse est oui.

B {e} 55 B {e} 25 F {f} &5 F {1},
M =Q *MP.

Exercice de cours : (pour fixer les idées) Soient les deux bases de R?

1 1 1

B = {61, €9, 63} == 0 > 1 5 1

0 0 1
1 0 —4

Bl:{flaf?a f3}: —2 ) 4 ) 0
3 ) 3

Soit I'application linéaire
T:R* =R T(z,y,2) = (—22+y+zyz—2y+2).

1. Déterminons la matrice M associée a T' par rapport & B comme base de départ et
d’arrivée a la fois. On a,
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Apres le calcul,
-2 -2 -1
M = -1 2 1
1 -1 0

2. La matrice de passage de B & B’ est donnée par

3 —4 —4
P=|-5 -1 =3
3 5 3

3. La matrice M’ associée & T par rapport a B’ comme base de départ et d’arrivée a
la fois est donnée, d’aprés le dernier paragraphe, par M’ = P~'MP.

7.6 Exercices

Exercice 1 :
— Répondez par vrai ou faux :

1. Si det(A*) = 0, alors A n’est pas inversible.
2. det(A + B) = det A + det B.

— Montrez que :

1
1. det A~ ! = .
¢ det A

2. Méme si AB # BA, on a det(AB) = det(BA).

3. Soient A et P deux matrices carrées n x n, montrer que

det(PAP™1) = det A.

Solution :
— Répondez par vrai ou faux :

1. Vraie :
det(A*) = 0 = (det A?)(det A?)

donc

(det A)(det A)(det A)(det A) =0 = det A = 0.

2. Faux, voici le contre exemple

1 0 -1 0 0 0
(D 0) () sarme (00 s aatae o

Alors que,
det A= —1, det B=—1=det A+ det B = —1 # det(A + B).
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2. Si AB # BA,on a

3. Soient A et P deux matrices carrées n x n, montrer que

1 =det] = det(AA™)

=det Adet A7 = det A7 = .
e (§] = de detA

det(AB) = det Adet B = det Bdet A = det(BA).

det(PAP™)

Exercice 2 : Soient les matrices

=

Calculer, si
E, CB, FEB.

2
4

0
)

-1
2

o~

c’est possible

(det P)(det A)(det P71)
(det P)(det P~') det A

1

det(PP 1) det A = det I det A = det A.

7 =5 1

). B

3 5
-1 4

94, B — 24, AC, CD, A + 2B,

(

1

—4

-3

)

). ¢
)

)
3

(

1 2
-2 1

)

3C

Exercice 3 : Calculer les déterminants suivants, en utilisant des simplifications :

1

-1

-2
1 3 0
-2 =5 7
3 5 2
1 -1 2

5

—6

—4 4
-7 9

2
4
1

-3

=0,

Lsoa) |20

3.3 =3 3 | | o
2 13 —

3 -7 6 -

2 5 -3 -1 (1)
3 0 1 -3

6 0 -4 9 | _32

4 10 -4 -1 5

Exercice 4 : Sachant que pour une matrice carrée A,

Calculer

Solution :

A"=AXAx---x A pour n € N*,

n fois

(

2 1
0 2

) , n €N

4 1
6 2
—4 0
7 0
3 -1
—4
-6 2
-3
)

—6

-7
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— Calcul de quelques puissances A%, A3, A* pour voir
22 4
2 _
e (0 x)
23 12
3 _
e (5 )
23 32
4
A = ( > ) .
— Remarquons la forme générale de A™
2 1\" (2" n2vt
0 2 -\ 0 2"

— Montrer cette forme par récurrence.
Exercice 5 : Soit A la matrice d’ordre n définie par

(a b b - b]
b ab - b
A=|b b a - b
bbb o oa

Montrer que det A = (a — b)" *a + (n — 1)b].
Indication :
— Vérifier que c’est vraie pour n = 1.
— Supposer que pour une matrice de cette forme de dimension n X n.
— Montrons que pour une matrice de cette forme d’ordre (n+ 1) x (n+ 1), on

det A = (a — b)"[a + nb].
Exercice 6 : Soit 'application linéaire T' définie sur £ = Ry[X] par :

T:Ry[X] — Ry[X]
P — T(P)=3P+2(X+1)P.
Soit B = {1, X, X?} la base canonique de E.
1. Déterminer la matrice A de T dans la base canonique B.
2. Montrer que B' = {1, X + 1, (X + 1)?} est une base de E.
3. Déterminer la matrice de passage P de B a B'.
4. Trouver la matrice B associée a T dans la base B'.

Solution :
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1. Tout d’abord on a

T(1)=3=3x1+0xX+0x X? T(X)=2+5X, T(X?) =4+7X>.

320 1
A=10 5 4 X
007 X?

a+Bl+X)+71+ X =0=>a==7=0,

de plus, dim £ = card B’ = 3.

3. La matrice de passage de B & B’ est donnée par

111 1
P=101 2 X,
001 X?

car
1=14+0x X +0x X2

1+ X =14+1xX+0xX?
(1+X)P=1+2xX+1x X?
4. B= P 'AP, avec

1
P'=10 1 -1
0

Ce qui implique,

sy

I

o
o vt o
N oo
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les systémes d’équations linéaires. Ceci en se
basant sur la méthode de Cramer pour la résolution. Au cours de ce chapitre, K = R ou

C.

8.1 Interprétations

Pour n, m € N, un systéme de n équations et m inconnues x1, o, ..., x,, € K est
de la forme
a1y +aipTat - T Ty, = bl

A21 X1 +A29To+ -+ +A29m Tm :bg

() :
Ap1T1 FAp2 Lo+ -+ +Apm Ty :bn

ou, les coefficients a;; et b;, pour « = 1,2,...,net j = 1,2,..., m, sont dans K.
Considérons la matrice A de n lignes et m colonnes définie par

a1; G2 ... Aim
A G21 QG2 -+ A2m
Qp1 Ap2 **° Apm
et les vecteurs
X1 bl
Y — T2 b= 5'2
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Ainsi, notre systéme (S) peut s’écrire de la forme matricielle AX = b.
Exemple : Soit le systeme

\/?Il +5$2 —x3 —+x4 =38
(S) . —2[[1 —|—3{L‘2 —\/§$3 —Ty = —9/2
T +X9 —61‘3 —|-3.1'4 = \/3/5

Sa représentation matricielle est de la forme AX = b ou

V75 -1 1 . 8
A= 23 -3 -1 |, Xx= f . b= —9/2
1 1 -6 3 ;' V3/5

4

Dans la suite, on va s’intéresser qu’a la résolution des systémes ot le nombre d’équa-
tions est élgale au nombre d’inconnues. Pour se faire, nous utilisons la méthode de Cra-
mer. Cette méthode est nommée d’aprés Gabriel Cramer, mathématicien suisse (1704-
1752).

8.2 Systémes de Cramer

Un systéme de Cramer est un systéme d’équations linéaires ou le nombre d’équations
est élgale au nombre d’inconnues et la matrice des coefficients est de déterminant non
nul. Lorsque le déterminant est nul, le systéme n’est pas de Cramer. Soit un systéme
d’équations linéaires (S) sous la forme

a1 L1 +a12 $2+ e +CL1n Ty = b1

an 1 +aTot+ - +as, T, =by
(S)

Ap1 1 FApaTot+ - FApp Ty = bn

représenté sous sa forme matricielle par

aix Q2 - Aip € by

Q21 Q22 -+ A2y X2 by
AX =bs& . . . . = . |,

Ap1 Ap2 - Qpn Tn bn

avec det A £ 0. On appelle A, la matrice A aprés avoir remplacé la k éme ligne par le
vecteur b. Cramer calcule les inconnues x;, en utilisant les déterminants des A, comme
suit

. det Ak
 det A

T , pour tout k=1, 2,..., n.
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Exemple 1 : Soit le systéme

1 +2$2 +I3 =1
(S) : 201 +3x9 —x3 =4 & AX =0,

31‘1 +ZL‘2 —x3 =2
avec,
1 2 1 1
A=123 -1 |,b=1 4
3 1 —1 2

On a det A = —11 # 0. Ensuite, en utilisant la régle de Cramer, on obtient

12 1 11 1 1 21
4 3 —1 2 4 —1 2 3 4
2 1 —1 0 3 2 —1 ) 3 1 2 ]
o= det A TR det A e T e R
Enfin, la solution du systéme (5) est X = (0,1, —1).
Exemple 2 : Soit le systéme
T —T2 +2373 =1
(S): ¢ mx; +(1—m)zy +(2m —2)z3 =0 < AX =0,
2r; +may —Bm+1)zz3 =0
avec,
1 -1 2 1
A= m 1—-m 2m-—2 ,b=10
2 m —3m —1 0
Déterminons pour quelles valeurs de m, on a det A # 0. En fait, det A = —m — 1, ce qui

implique que
det A# 0 < m # —1.

Pour ces valeurs de m calculons la solution de (S). En utilisant la régle de Cramer, on
obtient

1 -1 2 1 1 2
0 1—-m 2m-—2 m 0 2m—2
0 m —3m—1 2 0 -3m-—1 3m? + 5m — 4
= det A =l-m o= det A B m+1 ’
1 -1 1
m 1—m 0
2 m 0 m? + 2m — 2
T3 = = —
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Dans le chapitre 7 nous avons remarqué que le calcul sur les matrices diagonales ou
triangulaires est beaucoup plus simple que celui sur les autres matrices. Par ailleurs,
nous avons étudié les matrices associées a des applications linéaires qui changent en
fonction des bases considérées.

Question importante : est ce qu'on peut trouver une base dans laquelle la matrice
associée a une application linéaire T : £ — E est diagonale ou triangulaire ?

L’objectif de ce chapitre est de répondre & cette question. Autrement dit, notre but
est de chercher la base dans laquelle notre matrice est de la forme la plus simple possible
(diagonale, sinon triangulaire). Ce procédé d’algébre linéaire s’appelle diagonalisation
ou trigonalisation.

9.1 Vecteurs propres et valeurs propres

Définition 34 Vecteurs propres
Soit A une matrice carrée dans M,(R). On dit qu’'un vecteur v € R™ est propre de A
si et seulement si

1. v #0,
2. A\ € R telle que Av = M\v.
A est dite la valeur propre de A associée a v.

On peut remarquer que si v est un vecteur propre associé a la valeur propre A, alors awv
est aussi un vecteur propre associé a A, pour tout a # 0. En fait,

Av =\ & aAv = alv & Aav = daw.
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Ceci implique que chaque valeur propre a une infinité de vecteurs propres.
Question : comment calculer les valeurs propres d’une matrice ?
La réponse est donnée dans la suite.

Définition 35 Polyndéme caractéristique
Soit A une matrice carrée dans M,,(R). On appelle le polynome caractéristique de A le
polynome noté Py, de degré n, définie par

Pa()) = det(A — AI).

Proposition 9.1.1 Valeurs propres
Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique Pa(\).

Définition 36 Sous espace propre
Soit A une matrice carrée dans M, (R). Soit X valeur propre de A. On appelle sous
espace propre associé a \ le sous espace vectoriel Ey défini par

Eyx={veR": Av = \v}.

Exemples

Exemple 1 : Soit la matrice A définie par

0 2 -1
A= 3 =2 0
-2 2 1

Déterminons les valeurs propres de A. Le polynéme caractéristique est donné par

Pa(A) = det(A—\I)

- 2 -1

= 3 —2—-A 0

-2 2 1—A

2—A 0 AN—2| L1 —Ls
= 3 —2—-A 0 Lo
-2 2 1—A Ls
4 Cy Cs+ Cy

2= 0 0
- 3 —2-) 3
-9 2 11—\
2\ 3
= 2-) 2 ~1—2\

= 2=MNA-1A+4).
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Les valeurs propres sont les racines de P4(A) données par
A =2, A =1, \3=—4.

Maintenant on passe aux vecteurs propres de A. En effet, un vecteur propre v € R? de
A associé a \; vérifie

0 2 -1 T 2x
Av=\v & 3 -2 0 y | =1 2y
-2 2 1 z 2z

—2x +2y —z =0
& 3r -2y =2y
—2r +2y —z =0

4
€r = gya )

< z=—2x+2y=-—3y,
y € R car il n’y a aucune condition sur y.

Donc, le sous espace propre est donné par

x 4/3y 4 4
Evn=2|y|= y :% 3 |,yeRY =2 3
z —2/3y -2 —2
4
On prend comme vecteur propre associé a A\, le vecteur v; = 3 . De la méme
-2

facon, pour la valeur propre Ay = 1

Y
Av= v & 2=y
yeR
Ainsi,
1
E, =L 1
1
On peut prendre comme vecteur propre vy, le vecteur v = | 1 |. Enfin, pour A3 = 4,
1
on a
2
E,, =L -3
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2
On choisit comme vecteur propre v3 = | —3
2
Exemple 2 : Soit la matrice
-4 —6 0
B = 3 5 0
3 6 5

Tout d’abord, déterminons les valeurs propres de B. Soit le polynéme caractéristique
Pp(N)

Pg(\) = det(A—XD)=| 3 5-X 0

35—
= 5-NN\=-X-2).

_ (5_)\)‘—4—)\ —6 ’

Les valeurs propres sont les racines de Pg()\), c’est a dire
)\1:5, )\2:—1, )\3:2

Maintenant, on passe aux vecteurs propres de B. On commence par les vecteurs propres
associés a A\

—4 —6 0 x o
Bv=Mv & 3 5 0 y | =1 Sy

3 6 5 z Dz
—4xr —6y =5z

& 3z +dy =5y
3xr 406y +5z 5z
-9 —6y =0 x=0

& 3x =0 =4¢ y=0
3r +6y =0 2z € R car il n’y a aucune condition sur z.
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0
On prend comme vecteur propre associé a A\; le vecteur v1 = | 0 |. De la méme facon,
1
pour la valeur propre Ay
= -2
Bv=XMv & { v y
z = 0.
Donc, le sous espace propre est donné par
x —2y -2 —2
By, = y | = Y =y 1 =L 1
z 0 0
-2
On peut choisir comme vecteur propre associé & Ay le vecteur vy, = 1 . Suivant la
0
méme méthode, on obtient
1 1
E)\S = —1 et v3 = -1
1 1

9.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Dans cette partie, nous allons étudier les polyndémes annulateurs d’'une matrice A €
M, (R). Soit un polynéme P € R, [X]

P(X)=ap, X"+ ap 1 X" '+ + a1 X +ap.
La matrice P(A) est donnée par 'expression suivante
P(A) = apA" 4+ ap 1 A" o ay A agl,

ot, AF = Ax Ax--- x A Sinon si P est de la forme

k fgis
P(X) = (X — o))" (X —ag)™ - (X — )"

alors,

P(A) = (A—a )" (A —apD)? - (A — a,I)".

Définition 37 Polynéme annulateur

Soit A une matrice carrée dans M, (R). On dit qu’un polynéme P de R[X] est annulateur
de A si et seulement si P(A) = 0.

0 ici est la matrice nulle.
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Exemple : Soit A la matrice
3 2
5 2
2 =30

Montrons que le polynome P(X) = (X — 1)(X — 2)? est annulateur de la matrice A. En
fait,

-1 3 2 -2 3 2
(A—-1)(A-20)?* = -2 4 2 -2 3 2
2 -3 -1 2 -3 -2
-1 3 2 2 -3 -2
= [ -2 4 2 2 -3 -2
2 -3 -1 -2 3 2

00 0

= (000

00 0

Théoréme 9.2.1 Cayley-Hamilton
Soit A une matrice carrée dans M, (R). Le polynome caractéristique de Pa(X) est an-
nulateur de A, c’est a dire

Pa(A) = 0.

Le théoréme précédent nous confirme que chaque polyndéme caractéristique est annula-
teur pour sa matrice. Il existe plusieurs applications des polyndémes annulateurs, on va
voir une ci-dessous.

Exemple : Soit A est une matrice d’ordre n x n telle que

A3 —3A—41, =0,
avec, I, est la matrice d’identité d’ordre n xn. On regarde si A est une matrice inversible.

AP —3A—41,=0 & A®-3A=4I,
& A(A? - 3I) =4I,
& det A det(A* —31) = 4det I, = 4.
= det A#0.

Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier les conditions et la méthode de diago-
nalisation.
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9.3 Diagonalisation

Considérons une matrice A de M,,(R), on peut supposer que A est la représentation
matricielle d'une application linéaire 7' : R"™ — R" dans une base de R". Dans cette
partie, on va chercher une base de R" telle que A devient diagonale dans celle-ci. Dans
ce cas, on dit que A est diagonalisable. Nous allons voir ici que cette base est celle des
vecteurs propres de A.

Définition 38 Matrice diagonalisable

Soit A une matrice carrée dans M,,(R). On dit que A est diagonalisable si et seulement
si, il existe une matrice P € M, (R) inversible et une matrice diagonale D € M, (R)
telles que

D=P'AP < A= PDP.

Remarque : cette derniére formule nous rappelle des matrices associées aprés change-
ment de bases vu au Chapitre 7.

Question : est ce que toutes les matrices carrées sont diagonalisables ou bien il y a des
conditions ?

Réponse : Non, il existe des matrices qui ne sont pas diagonalisables.

Théoréme 9.3.1 Diagonalisation
Soit A une matrice carrée dans M, (R) telle que A1, Aa, ..., A, sont ses valeurs propres.
On dit que A est diagonalisable si et seulement si

dimR" = n = dim E), +dim E), + -+ + dim E) .

Dans les exemples suivants nous allons apprendre comment diagonaliser une matrice,
dans le cas ol ceci est possible.
Exemple : Soit la matrice

-4 —6 0
A= 3 5 0
3 6 O

Pour diagonaliser A on suit trois étapes.
— Etape 1 : Calcul de valeurs propres
Le polynéme caractéristique P4 () est donné par

Pa(A) = (5 =X (A +1)(A—2) (déja calculé).

Les valeurs propres sont donc
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— Etape 2 : Détermination des vecteurs propres et des sous espaces propres
Ils sont déja déterminés

x 0 0 0
Ey = y |=10 =210 = < 0 > .
z z 1 1
0
On prend comme vecteur propre associé a A, le vecteur v; = [ 0
1
x —2y -2 —2
By, = y =1 v |[=y| 1 = < 1 >
z 0 0 0
-2
On peut choisir comme vecteur propre associé a A, le vecteur vy = 1
0

1 1
E)\s = < -1 > et V3 = -1
1 1

dimR? = 3 = dim E,, + dim E), + dim E),,

Ainsi,

on conclut que A est diagonalisable.

— Etape 3 : présentation matricielle
La matrice P inversible est celle des vecteurs propres et la matrice D contient les
valeurs propres sur sa diagonale.

-1

0 -2 1 5 0 0 0 -2 1
A=PDP'=|0 1 -1 0 —1 0 0 1 -1
1 0 1 0 0 2 1 0 1

P D

Quand on place les vecteurs propres dans la matrice P, on doit respecter I'ordre
des valeurs propres dans la matrice D.
Maintenant si une matrice n’est pas diagonalisable, alors elle peut étre trigonalisable.

9.4 Trigonalisation

Dans la section précédente, nous avons cité une condition nécessaire et suffisante pour
la diagonalisation, si elle n’est pas vérifiée, alors on passe a la trigonalisation.
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Définition 39 Matrice trigonalisable

Soit A une matrice carrée dans M,(R). On dit que A est trigonalisable si et seulement
si, il existe une matrice QQ € M, (R) inversible et une matrice triangulaire T € M, (R)
telles que

T=Q 'TQ & A=QTQ .

Théoréme 9.4.1 Trigonalisation

Soit A une matrice carrée dans M,,(R) telle que Ay, A, ..., A, sont ses valeurs propres.
On dit que A est trigonalisable si et seulement si le polynome caractéristique Pa(\) a
que des racines réelles.

Exemple : Soit A la matrice :

1 0 1
A= -1 2 1
1 —-11
— Etape 1 : valeurs propres :
Soit le polynéme caractéristique Py ()
1—A 0 1
Py(\) =det(A—XI) = -1 2=
1 -1 1-A
1—A 0 1 Ly
1 -1 1-A Ls

D’ou,

Pa(N) = —-(A =12\ —2).

Ainsi, les valeurs propres sont

— Etape 2 : vecteurs propres et sous espaces propres :
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Maintenant, calculons les sous espaces propres associés aux valeurs propres.

1 0 1 T x
Av=\v & -1 2 1 yl=1v
1 -1 1 z z
x +z =
& —r 2y +z =y
r -y +z ==z
z=0
& =y
rT=Y
Ainsi,
x T 1 1
Ey\ = y |l=12x |=2|1 =L
z 0
De la méme fagon, on calcule E),,
1 0 1 x x
Av=X v & -1 2 1 y | =2 vy
1 -1 1 z z
T +z =2z
& —r +2y +z =2
r -y 4z =2z
T
& z=x
y=20
1
E, =L 0
1

— Etape 3 : Présentation matricielle :
Pour trigonaliser notre matrice, nous avons besoin des vecteurs propres déja cal-
culés. On rappelle que A\; = 1 est une racine double et son espace propre est

1
E, =L 1
0
Donc, on prend le premier vecteur de notre matrice de passage P est
1
V1 = 1
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Pour le deuxiéme vecteur v, de A\;, on peut le calculer comme suit

+z =z 2=z
(A-MDvy=v<{ - +y +z =y = r=2 =>zr=y=2=2
xr -y =z rT=y
1
On peut choisir, le vecteur vo = [ 1 |. On passe a Ay = 2 une racine simple, son
1
espace propre est
1
E,, =L 0
1
1
On prend, ainsi, v3 le vecteur v3 = | 0 |. Donc, nous sommes en mesure d’expli-
1
citer les matrices 1" et P
A’Ul AU2 Avg
T 1 1 0 v
0 1 0 (%)
0 0 2 wvg

car comme vy et v3 sont des vecteurs propres, on a Av; = vy et Avg = 2v3. De plus,

(A — )\1])1)2 =V <& AUQ = )\1’02 + 1.

La matrice de passage P contient les vecteurs vy, ve et v3 comme suit (on respecte

I'ordre des vecteurs propres et des valeurs propres associées)

111
P=(110
01 1
111 110 111\ "
A=[11 0 01 0 110
01 1 00 2 01 1

9.5 Applications

Exemple 1 : calcul de puissance d’'une matrice diagonalisable
Soit A une matrice diagonalisable, donc

A=PDP'= A2=pPDP'PDP!'=PD?P !,
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De méme,
A* = PD°P,
plus généralement, on peut démontrer par récurrence que pour tout £ € N* on a
A¥ = PD*P.
Considérons I’exemple
0 -2 1 5 0 0 0 -2 1\ '
A=pPDP'=[0 1 -1 0 -1 0 0 1 -1
1 0 1 0 0 2 1 0 1
Y
Calculons A¥
0 -2 1 550 0 0 -2 1\ '
Ak =pPDFPt =10 1 -1 0 (=1F 0 0 1 -1
1 0 1 0 0 2k 1 0 1
Calculons la matrice inverse de P :
R R N RN
1 1 1 10
1 -2 1 0 1 0 -2
—1 o _ _
PS dap 0 +‘ 1 0‘ 10
n -2 1 B 0 1 n 0 -2
1 -1 0 -1 0 1
1 2 1
= | -1 -1 0
-1 -2 0
On remplace P~!, on obtient
0 -2 1 5k 0 0 1 2 1
AY = 1o 1 -1 0 (=1kF 0 -1 -1 0
1 1 0 0 2k -1 =2 0
0 -2 1 5k 2 x 5% 5F
— 0 1 -1 (_l)k-‘rl (_l)k-‘rl 0
1 1 —oF —ok+1

2(—1)F —2F  2(—1)k — 2k

= | (1R 2k (—1)R 2k

5k o 2k: 2 % 5k o 2k+1 5k
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Exemple 2 : systéme différentiel

On va considérer une matrice trigonalisable

1 0 1 1 11 110 1 11
-1 2 1 |=11120 010 1 10
1 11 011 0 0 2 011

Résoudre le systeéme différentiel X'(t) = AX(¢)
X'(t)=AX(t) & X'(t)=PTP'X(t)
& PX'(t)=TP'X(t)

On fait le changement de variables suivant, on pose Y (t) = P71 X (t), le systéme devient
Y'(t) = TY (t). On applique un peu d’analyse sur le calcul des équations différentielles.

Yy = 2y, yi(t) = Cre®,
yh=1y2 +vys, = ys(t) = Cset, = X(t) = PY(t).
yé = Ys. yg(t) = (Cgt + CQ)@t.

9.6 Exercices

Exercice 1 : Diagonaliser les matrices suivantes :

0 2 -1 0 3 2 1 01
A=\| 3 -2 0 |, B= -2 5 21, C= -1 2 1
-2 2 1 2 -3 0 -1 1 3
0 1 0 3 0 -1 5 5 1
D= -4 4 0|, E= 2 4 2 , F= -4 -4 -1 |,
-2 1 2 -1 0 3 4 3 0
6 6 1
G = -5 =5 -1
5 4 0
Solution :
— Matrice A :
4
)\1:1,)\222,)\3:—4. E1:£ 1 5 E2:£ 3 5
-2
2
E ,=L -3
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— Matrice B :
3 1
M=1, M=X3=2. E1=L 1 , Ey=L 2 1,
—1 0 1
— Matrice C :
1 1
M=1, =2 =3 E =L 1 , =L 0
0 1
1
Es=L 1
2
— Matrice D :
0 1
)\1:)\2:)\3:3 E3:£ 0 5 2
1 0
— Matrice E :
1 -1 0
M=2, M=X3=4 Ey=L -2 , BE,=L 0 1
1 1 0
— Matrice F :
—1 —1
)\1:—1, )\2:)\3:1. E_lzﬁ 1 5 Elz,C 1
1 —1

Exercice 2 : Soit la matrice A définie comme suit :

-4 -6 0
A= 3 5 0
3 6 9

1. Diagonaliser A.
2. Calculer A", n € N.

3. Considérons les suites (u,), (v,) et (w,) sur R définies par leurs premiers termes
Uug, Vo et wo et la relation récurrente :

Uprr = —4u, —6v,
Upy1 = 33U, +OU,
Wpi1 = U, +6v, —+dw,.
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U,
On pose X,, = v, |. Exprimer X, en fonction de X,, et A. En déduire u,,
wy,
v, et w, en fonction de n.
Solution :

1. Diagonalisation

0 -2 1 5 0 0 0 -2 1
A=PDP'=|0 1 -1 0 -1 0 0 1 -1
1 1 0 0 2 1 0 1
P
2. Calcul de la puissance
0 -2 1 50 0 0 -2 1\ "
A"=pPD"P'=[0 1 -1 0 (-=1)™ 0 0 1 -1
1 0 1 0 0 2" 1 1
Calculons la matrice inverse de P
I N A N N U g
0 1 1 1 1 0
1 -2 1 01 -2
Pt = — —
det P 0 1 +‘ 1 ’ 10
n -2 1 B 0 1 n 0 -2
1 -1 0 —1 0 1
1 2 1
= -1 -1 0
-1 -2 0

On remplace P~1, on obtient

2(—1)F —2F  2(—1)F — 2+
Ak — (_1)k+1+2k (_1)k+1_|_2k+1 0

5k o 2k: % 5k: o 2k+1 5k

3. Dans cette question, nous allons essayer d’écrire notre systéme de suites sous la
forme matricielle. Il est clair que si on prend la matrice A définie par
-4 —6 0
A= 3 5 0 | (déja étudiée auparavant)
3 6 5
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alors,
Xn+1 = AXn
= A’X,
= Aan—(n—l)
— An+1X0.
D’ou,
Xy = AnXOa
on remplace A", on aura
Uy, 2(—1)k — 2k 2(—1)k —2kFL 0 U
U = (=1)FFL 2k (—1)FL 4 2k+l Vo
wy, 5k — ok 2 x 5% — 2kt g5k wo

[2(=1)% — 2F] wg + [2(—1)F — 271 v
— [(_1)k+1 + Qk] up + [(_1)k’+1 + 2k+1} Vo
(5% — 2M)ug + 2 x 58 vy + 5wy

Exercice 3 : Soit la matrice A :

1. Diagonaliser A.

2. Déterminer les solutions du systéme différentielle :

{xll T "4 X = AX,

of1,X—(x1 >
o)

Solution :

1. Diagonalisation

-1
B Lo (11 1 0 11
a=eort=(3 2 (0 5) (0 4)
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X' =AX & X' =PDP'X
& P'X'=DP'X
& Y'=DY, avecY =P 'X.

() -(e)
o= prin - ( G491 G).

Exercice 4 : Trigonaliser les matrices :

1 4 =2 1 0 0 13 -5 —2
A= 0 6 -3 |, B=|(00 -1], C= -2 7 =81,

-1 4 0 01 2 -5 4 7

0 1 1

D= -1 11

-1 1 2

Solution :
— Matrice A :

)\1 = 3, mul()\l) = 1, E3 =L

(deux valeurs propres chaque valeur propre a son bloc. 3 est de multiplicité 1 donc
son bloc de taille 1. 2 est de multiplicité 2 donc son bloc est de taille 2).

— Matrice B :
0 1 0

)\1 = 1, mul()\l) = 3, FE = L —1 s 0 = U1 = —1
1 0 1
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1
Vg = 0 ,(A—[)U:),:UQ.
0
1 00
T'=1011
0 01

(une seule valeur propre avec deux vecteurs propres implique 'existence de deux
blocs un de taille 1 et le deuxiéme de taille 2. v, a un bloc, et v9 a un bloc).

— Matrice C :
1 1
A= 9, mul()\l) = 3, Ey = L 1 = VU1 = 1 ,
—1/2 —1/2

(A — 9])1}2 = 1, (A - 9])’[]3 = V2.

T —

o O ©

10
9 1
09

(une seule valeur propre avec un seul vecteur propre implique l'existence d’un seul
bloc de taille 3).

— Matrice D :
1 1
/\1 = 17 mul(/\l) = 3, E = L 0 = U1 = 0 s (A—I)UQ = v, (A—I)U3 = V9.
1 1
1 10
T=10 11
0 0 1

(une seule valeur propre avec un seul vecteur propre implique l’existence d’un seul
bloc de taille 3).

Exercice 5 : Soit A une matrice d’ordre n x n, tel que A2 = —1.
1. Donner un exemple d’une matrice comme ¢a 2 X 2.

2. Montrer que A n’admet pas de valeurs propres réelles et que sa dimension est paire.

_ 0 1 o (-1 0 .
(0 o)

Solution :

1. Sur R? :



9.6. Exercices 125

2. A% = —J si X est valeur propre de A, alors Jv € R™, v # 0 tels que Av = \v

Av=X v & AAv= A\
s A= N\Av
—Tv =\
M+ 1Dv=0, (v#£0)
A = i,

LU

Donc,
Pp(X) = (=1)*™(X — )™ (X + )™,

car si z € C est racine de multiplicité a d'un plolynéme & coefficients réels, alors
Z est aussi racine de multiplicité a de ce polynéme. Donc, dim £ = m + m = 2m
est pair.
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