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Résumé

Cet Ouvrage est congu des programmes des classes préparatoires. Il est donc avant
tout destiné a ce public. Sauf que les étudiants des universités peuvent aussi en servir
pour le détail qui contient. Nous abordons les chapitres suivants :

% Ensemble des nombres réels,

% Suites sur R,

% Fonctions d’une variable réelle,

% Des applications de la dérivée,

% Développement limité.

Les cours sont présentés d'une fagon tres claire avec beaucoup d’exemples ce qui
permet aux étudiants la meilleure compréhension du programme. Dans chaque cours,
nous avons proposé des exercices d’entrainement avec solutions détaillées. Dans le
chapitre 2, nous avons abordé un exemple qui se trouve en écologie, dans prochains
ouvrages 'auteur va présenter plus d’exemples de ce genre.

Dans certaines sections, nous avons présenté des notes historiques afin de faire
voyager 1’étudiant dans le temps et lui permettre de découvrir la progression des

résultats mathématiques dans I’histoire.

Les chapitres sont illustrés par des graphiques en utilisant le logiciel GeoGebra .



Abstract

This book is primarily intended for preparatory class programs, but it can also

be useful for university students due to its comprehensive content. The book covers
the following chapters :

% Set of real numbers

% Sequences on R

% Functions of a real variable
% Applications of derivatives

% Limit development

The lessons are presented in a clear manner, accompanied by numerous examples,
which greatly enhance students’ understanding of the curriculum. Each lesson includes
practice exercises with detailed solutions. Additionally, Chapter 2 delves into an
ecology-related example, and future editions will feature more examples of a similar
nature.

To add an engaging element, historical notes are incorporated in certain sections,
providing students with insights into the historical progression of mathematical
results.

Furthermore, the chapters are visually enhanced with graphs created using the
software GeoGebra .
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1.1

(1. Ensemble des nombres réels

Dans la vie de tous les jours, les nombres réels sont utilisés pour représenter une
mesure tels que : la distance entre deux points, le volume d’un objet, la masse d'un
corps, etc. Ces mesures dépendent du choix d’une unité, par exemple, la distance entre
deux positions est représentée par centimetre, metre ou kilometre. Par conséquent,
les nombres réels sont utilisés chaque jour en économie, informatique, mathématique,
physique, chimie ou ingénierie.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les nombres réels : leur définition, I’histoire
derriere et certaines propriétés dont nous en aurons besoin dans la suite, comme la
notion de maximum, minimum, borne supérieure et inférieure, etc.

Nombres réels : définition générale et un peu d’histoire

L’ensemble des nombres réels noté R contient les sous ensembles :

» Q : 'ensemble des nombres rationnels. Ce sont ceux qui peuvent s’exprimer
a . . L,
sous la forme —, ou a et b sont deux entiers relatifs, bien évidemment avec

b#0:

Q:{%, an,beZ*}.

» R\Q : 'ensemble des nombres irrationnels. Un irrationnel est par définition
un nombre réel qui n’est pas rationnel, plus précisément, c¢’est un nombre qui

P . a .
ne peut pas s’écrire sous la forme d’une fraction 7 avec a et b sont deux entiers

relatifs.
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Histoire des nombres irrationnels

Les grecs qui connaissaient les nombres rationnels sont les premiers qui ont
découvert le cas ot une grandeur n’est pas toujours rationnelle. En fait, ils étaient
affligés par la longueur d de la diagonale d’un carré de cété 1 (voir Fig. 1.1). La
longueur d telle que d*> = 2 qui ne pouvait pas s’exprimer sous la forme d’une

. ) o 7 .
fraction. Ils ont donné quelques approximations comme d = — ou autres mais il

étaient conscients que c’était qu'une valeur approchée, mais pas exacte. Au quatrieme

F1GURE 1.1 — Diagonale d’un carré de coté 1

siecle avant J.-C, Aristote a donné les grandes lignes d’une démonstraton concernant
l'irrationalité de d. Par ailleurs, le symbole /  a été utilisé la premiere fois par le
mathématicien Allemand Cristoff Rudolff (1500-1545). Dans le paragraphe suivant,
nous allons présenter quelques exemples de nombres rationnels les plus connus.

Exemples de nombres irrationnels
» Soit n € N. Alors,

entier si n est carré parfait,

V/n est

irrationnel sinon.
En particulier, v/2, V3, V5, V6, V7, ...
» Les nombre e et e? sont irrationnels (démontré par L. Euler en 1737).

» Le nombre 7 est irrationnel, de plus ’exponentiel et le logarithme de tout
rationnel non nul est irrationnel (démontrés par J-H Lambert en 1761).

» Pour a, b € Q* et r € R\Q, alors a+rb est un nombre irrationnel. Par exemple,

1 5
les nombres /2 + 3 et + \/— sont irrationnels.

Démontrons que les nombres ci-dessous sont des irrationnels :

V2, In(5), 1+2\/5, Va+2v3 1+ /4—2V3.
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a
1. Supposons par l'absurde que v/2 est rationnel c’est & dire v/2 = 3 avec
a € 7Z,be7Z* et aetbsont premiers entre eux. Alors,

2
a a

— 20 =ad’.
Ceci implique que a? est pair. Maintenant, allons démontrer la proposition
sulvante :

a? est pair = a est un nombre pair. (1.1)

La proposition (1.1) est de la forme p = ¢, pour la démontrer on peut
utiliser la contra-position, c’est a dire il suffit de prouver que ¢ = p. En
effet, supposons que a est impair, i.e a = 2m + 1, avec m € Z, donc

a? = 4m* 4+ 4m + 1 = 2(2m* 4 2m) + 1,

on en déduit que a? est impair. Revenons & notre démonstration principale,
a® est pair donc a est pair i.e a = 2k, avec k € Z, alors

2b° = 4k = b* = 2k?

d’apres ce qui précede, on a b est pair. a et b sont deux nombres pairs donc
ils ne sont pas premiers entre eux, ce qui contredit notre hypothese de départ.
On conclut que V/2 est un nombre irrationnel.

2. Supposons par 1'absurde que In(5) est rationnel c’est a dire In(5) = %, avec
a € Z,be 7" et aetbsont premiers entre eux. Donc
bIn(5) =a <= bln(5) =alne

< In(5") = In(e?)

= 5=
L’unicité de la décomposition entraine que a = b = 0, ce qui n’est pas
compatible avec notre hypothese de départ.

1+\/5_a

2 b’

est rationnel c’est a dire

3. Supposons par 'absurde que
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avec a € Z, b € Z* et a, b sont premiers entre eux. Donc,
) Y p

1
+2\/5:Z <= b(1+V5)=2a

<~ b+bV5=2a
— W5h=2a-b

a
— \/5225—16(@.

d’oit la contradiction (essayer de démontrer que /5 est irrationnel de la
méme facon que pour v/2).

4. On pose
r=V4+2/3+V4-2/3.
D’ou,
22 =4+2vV3+4—2V/3+2/(4+2v3)(4 — 2V3),
il vient

2% =8+ 21/16 — (2v3)2 = 22 = 12.
Ainsi, z = 2v/3 ou z = —2/3. Ce qu’il fallait démontrer.

On peut voir v/2 comme une solution de ’équation d’inconnu x suivante
22 —2=0.
D’une maniere générale, soit une équation d’inconnue = de la forme
A" + 12"+ gl + o =0, (1.2)

ou n € N et les coefficients a; € QQ ne sont pas tous nuls. on se pose la question :

est ce que tout nombre réel peut étre une solution
d’une équation de la forme (1.2).

La réponse est non. Dans ce contexte, on va présenter la notion des nombres
algébriques et transcendants.

Nombres algébriques, Nombres transcendants

Le mathématicien allemand Leibniz (1646-1716) est le premier qui a remarqué
qu’il existe des nombres réels qui ne peuvent pas étre une solution d’une équation de
la forme (1.2). Il les a appelés nombres transcendants.

Definition 1.1.1 Un nombre réel est dit algébrique sur Q si et seulement s’il est
solution d'une équation de la forme (1.2), avec des coefficients dans Q.

= Example 1.1 1. Soit @ un nombre rationnel quelconque, alors il est solution de
I’équation
r—a=0
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qui est a coefficients dans Q. On en déduit que tout nombre rationnel est
algébrique.
2. 53 est un nombre algébrique, car il est solution de I’équation
z*—5=0.
3. Le nombre 3 + 2v/2 est algébrique, car il est solution de 1’équation
2?—6x+1=0,

1 5
il en est de méme pour le nombre d’or & = V5

qui est solution de I’équation

2—r—1=0.

Soient a et b deux nombres algébriques, alors
» —a est un nombre algébrique.

1
» Sia # 0, alors — est un nombre algébrique.
a

» La somme et le produit de deux nombres algébriques est un nombre algébrique.

Definition 1.1.2 Un nombre réel est dit transcendant sur Q si et seulement s’il
n’est pas algébrique. Autrement dit, un nombre transcendant sur Q n’est solution
d’aucune équation de la forme (1.2).

m Example 1.2 Ci-dessous quelques nombres transcendants connus :

1. Le nombre e est transcendant. Plus généralement, e* est transcendant pour
tout nombre a algébrique non nul.

2. sin(1) est un nombre transcendant. Plus généralement, sin(a) est transcendant
pour tout nombre a algébrique non nul.

3. 7 est un nombre transcendant.

la somme de deux nombres transcendants n’est pas nécessairement un nombre
transcendant.

1. Soit ¢ € Q4, montrons que ,/q est un nombre algébrique. En
fait, |/q est solution de I’équation a coefficients dans Q* suivante :

(z— Q) (z++/q) =0 2> —q=0.

On déduit qu’il est un nombre algébrique.
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transcendants

algébriques

irratiorinels

FiGURE 1.2 — Ensemble des nombres réels

2. Construisons un ensemble des nombres algébriques a partir d’'un nombre
algébrique a. D’apres les propriétés des nombres algébriques, on sait que
si a est nombre algébrique, alors a 4+ a est aussi algébrique, de méme pour
a + a + a. Donc, on peut proposer I’ensemble E défini comme suit

E ={na, n € N}.

Définition axiomatique des nombres réels

Dans cette partie, nous présentons les axiomes des nombres réels. En fait, sur R
on peut définir deux applications :

+: RxR—=R
(z,y) =2 +y
et
X :RxR—=R

(x,y) — z X y.

Nous avons les axiomes suivantes, pour x, y et z des nombres réels quelconques :
1. x+ (y+ 2) = (x + y) + z (I'addition est associative)
2. v +y=y+z (Paddition est commutative)
3. il existe 0 € R, pour lequel on a pour tout z réel x +0 =z
4. pour chaque élément z, il existe —z s’appelle son inverse vérifiant = + (—z) =0
5. x X (y X z) = (z X y) X z (le produit est associatif)

6.  x y =y X x (le produit est commutatif)
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7. il existe 1 € R pour lequel on a pour tout x réel 1 x x =z

1 1
8. pour chaque élément = #£ 0, il existe — satisfaisant a x x <) =1
x x

9. X (y+2) =z x y+ z X z (le produit est distributif sur ’addition)

A partir des axiomes sur R, montrons que x x 0 = 0, pour tout z € R.
En utilisant les axiomes ci-dessous pour des nombres réels x, y et z :

z+ (—z) =0,
1l xx=uz,

z+0=zx,

zX(y+z)=zXy+zXz,

il vient que
rx0=2x(04+0)=2x0+zx0.

Il en résulte,

X0+ (—2)x0 = zx0+xx0+(—2x) x0
= zx0+(z+(—x)) x0

0 = zx040,

c’est a dire x x 0 = 0. Ce qui acheve la preuve.

Maintenant, nous citons quelques propriétés sur les nombres réels nécessaires pour
la suite. Soient «, B et v des nombres réels quelconques, alors les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

» a<aq,

» sia<fet f<a,alors a=p,

» sia< et <, alors a <.

De plus, on sait que pour deux nombres réels quelconques a et b, il y’a deux
possibilités : soit @ < b ou bien b < a. Ces propriétés sont celles d’une relation
d’ordre totale. Dans ce cas, on dit que R est un ensemble ordonné par <. Grace a
la relation d’ordre <, on peut parler de la notion de sup et inf d’un ensemble donné.
Nous précisons que les mémes propriétés resteront valables dans Q.
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Borne Supérieure, Borne inférieure
Definition 1.3.1 Soit A un sous-ensemble de R. Soient M et m deux nombres réels.
les propriétés suivantes sont vérifiées :

» On dit que M est un majorant de A dans R si pour tout x € A, on aura
< M.

» En revanche, m est dit minorant de A dans R si pour tout € A, on aura
m < .

D’apres cette définition, on peut facilement déduire qu’un majorant ou un
minorant d’un ensemble donné peut ne pas appartenir a ceci. En outre, un
ensemble peut avoir plusieurs majorants et minorants.

V11

m Example 1.3 1. Soit A = [—1,1[, alors les nombres 1, u et V3 sont des
majorants de A, car pour tout z € [-1,1[,onax <1,z < \/21_1 et © < V3.
Ensuite, —25 et —v/2 sont des minorants de A dans R, puisque pour tout
re[-1,1,onazx> —\f et x> —/2.

2. Les nombres —3, 2 sont des minorants de l'intervalle {2, \/3{ car pour tout
S [2,\/5{,x22etx2—3.

3. Les ensembles Z, Q et R n’ont ni majorants, ni minorants. En effet, il n’existe
pas un nombre rationnel ou irrationnel qui est plus grand ou plus petit que
tous les nombres de Z, de méme pour Q et R.

4. Soit A C QQ défini par
B:{xe(@:xgﬁ}.

v/2 est un majorant de B.

Auparavant, nous avons noté que les majorants ou les minorants d'un ensemble s’ils
existent ne sont pas nécessairement uniques. Dans ce contexte, on se pose la question
suivante :

est ce que ’ensemble de tous les majorants d’un
ensemble A admet un plus petit élément .

La réponse est oui dans certains cas et non dans d’autres cas.

On peut se poser la méme question sur I'existence de plus grand des minorants
et la réponse restera la méme : oui dans certains cas et non dans d’autres cas.
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On cherche le plus petit des majorants et non pas le plus grand étant donné
que si M est un majorant de I’ensemble A alors tout M’ plus grand que M
est aussi un majorant de A. Ainsi il est intéressant de chercher le plus petit
élément de ’ensemble des majorant de A, cet ensemble contient nécessairement
I'intervalle [M, +oo].

Definition 1.3.2 Soit A une partie de R différente de ’ensemble vide.

» Si l’ensemble des majorants de A admet un plus petit élément, alors cet
élément s’appelle borne supérieure de A et on note sup A.

» Sil’ensemble des minorants de A admet un plus grand élément, alors cet
élément s’appelle borne inférieure de A et on note inf A.

De plus, nous avons l'unicité de sup A et inf A, dans le cas ou ils existent.

s Example 1.4 1. Les ensembles Z et Q n’admettent ni borne supérieure, ni borne
inférieure, car nous 'avons déja précisé ils n’admettent pas de minorants et
majorants. Cependant, inf N = 0.

2. Soient A =]—-1,1[, B=[-1,1]. Alors, on a

supA=supB=1et infA=infB=—1.

1 1111
. Soit I’ le A=<{— =31, =, =, —, —,...¢. Al
3. Soit ’ensemble {n,neN} {,2,3,4,5, } ors,

supA=1et inf A=0.

4. Soit I’ensemble B = {a: €Q, 2* < 3} = [—\/5, \/§] N Q. Alors,

sup B =3 et inf B=—3.

Si on prend I'ensemble A = [0, 1[, alors sup A = 1. Soit n = 1 — 107! qui est
un nombre trés proche de 1 appartenant a A, de plus on peut trouver un x
dans A entre 1 — 10710 et 1. De méme, on peut trouver un y € A compris
entre z et 1, ainsi de suite. Cette propriété est celle de borne supérieure.

Dans les exemples précédents, nous avons donné sup A et inf A sans démonstration
mathématique. Le théoréme suivant nous offre une définition plus théorique du sup
et inf.

Soit A une partie non vide de R.

» sup A est 'unique réel tel que

Ve>0,de e A : supA—e<x<supA.
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» inf A est I'unique réel tel que

Ve>0,deeA: inffA<zx<infA+e.

Soit I'ensemble A = [—2, 2, démontrons que sup A = 2 et inf A = —1.
Soit € > 0 suffisamment petit, est ce qu’il existe x € A tel que

2—e<x <2,

€
il suffit de prendre x = 2 — 5 € [—2,2[. D’autre part, est ce qu’il existe = € A tel
que
—2<r< —2+¢,

il suffit de choisir x = —2 + % € [—2,2[. D’ou le résultat.

Le théoréme suivant nous montre le lien entre la borne supérieure et le plus grand
élément d’un ensemble.

» Si le sup A existe et appartient a A, on dit que c’est un
maximum de A et on le note max A.
» Silinf A existe et appartient a A, on dit que c¢’est un minimum de A et on
le note min A.

m Example 1.5 1. Soit U'intervalle I =] — 1, 1], alors
max [ =sup/l = 1.
2. Soit I’ensemble C C Q défini par
C={zreQ: e <2}.

C’est a dire C est ’ensemble des nombres rationnels tels que leurs exponen-
tielles soient plus petits que 2. Comme z + Inz est une fonction croissante

alors
C = {z€Q:2<In2}

= |—o00,In2]NQ.
supC = In 2 est irrationnel, donc max C n’existe pas. inf C n’existe pas, alors
min C n’existe pas non plus.

Ici, nous présentons la définition d’un ensemble borné sur R.
Definition 1.3.3 Soit A une partie de R, A est dite bornée si et seulement si

dM, meR, Ve A : m<ax<M.

Maintenant, nous énongons les axiomes suivantes

» Axiome 1 : Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.
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» Axiome 2 : Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

» Axiome 3 : Toute partie non vide bornée de R admet une borne supérieure
et une borne inférieure.

Fonction de valeur absolue
La valeur absolue d’un nombre z, notée |z| est définie par
x siz>0
x| =
-z six <0
On peut voir la valeur absolue comme une fonction z +— |z|. Elle est aussi définie

par 'expression
Va?=|z|

Dans les prochains chapitres, nous aurons besoin des propriétés ci-dessous. Soient a

FIGURE 1.3 — Représentation graphique de la fonction z — |z|
et b deux nombres réels
> a| >0,

» |a| =0<=a=0,

> |ab| = |al[b],
al _ |al
bA0, || =
> % Y b |b’7

> af* = [a"],
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» Inégalité triangulaire
lla| —[b]] <'la —b] < |af +[b].
» Soit un réel n > 0, alors

la] <n&e -—n<a<n.

Soit la fonction f(z) = |z — 3| + |z + 3.

1. Etudier f, ceci en écrivant f sans la valeur absolue et en faisant une présen-
tation graphique. En fait,

—x+3, z€]—00,3|,
|z — 3| =
en outre

|z 4+ 3| =

il vient donc
-2z, 1 €] —o00,-3],

flz)=4 6, z€]—3,3,

2z, x € [3,+00].

Pour la présentation graphique voir Fig 1.4.

2. Résoudre sur R I’équation |u — 3| + |u + 3| = 12. Nous utilisons la propriété
la| = Va? pour tout réel a. Ceci donne

u =3[+ u+3|=12 <= /(u—3)2+/(u+3)2 =12

— (u—3)2+ (u+3)>+2¢/(u2—9)2 =144

= 2u?+ 18+ 2¢/(u2 —9)2 = 144
= /(W?—9)? =63 -1

— (u®*—9)? = (63 —u?).
Ainsi, il existe deux solutions u = —6 ou u = 6.

3. En déduire la solution de I’équation

Ve $2 -3+ Ve +2+3 =12
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D’apres la question précédente, il suffit de chercher x tel que vV +2 =6
car la racine est toujours positive. Donc,

T+ 2 =36 =1 =34

X
24 21 -18 -15 -12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27

FIGURE 1.4 — Représentation graphique de : f(x) = |z — 3| + |z + 3|.

Généralités sur la partie entiere d’un réel
Definition 1.5.1 Soit x un réel. Il existe un nombre relatif unique n vérifiant

n<zx<n-+l1.
On appelle n partie entiére de = et on note F(z) = n ou [x] = n. En outre,

(2] <z <[z]+ 1

[x] est le plus grand nombre relatif plus petit que x.

m Example 1.6 1. B} =1 car

3
1< - < 2.
2

2. [r] = 3, en fait
3 <7 <4

Sauf que, —4 < —7w < —3, donc [—7] = —4.
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Afin de mieux comprendre la notion de partie entiere d’un réel, I'exercice suivant est
proposé.

Allons démontrer que pour tout réel x, on a
[z+1] = [z] + 1.
Pour ce faire, nous utilisons la définition des parties entieres de [z] et [z + 1]

[2] <z < [z] +1 (1.3)

T+l <z+1<[z+1]+1 (1.4)
De (1.3) et (1.4), on obtient
[z +1<z+1<[z]+2=[z] +1 < [z + 1]

et
z4+1]-1<z<[z+1]=[z+1]—1<L[z].

On conclut que [z + 1] = [z] + 1.

Questions de cours :

Regardons si les propositions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant les
réponses.

1. La somme (respectivement le produit) de deux nombres rationnels est nécessai-
rement un rationnel.

2. La somme (respectivement le produit) de deux nombres irrationnels est force-
ment un irrationnel.

3. La somme d’un nombre rationnel et d’un autre irrationnel est un irrationnel.
4. Si a et 3 sont deux irrationnels, alors o est un irrationnel.

5. Pour toute fonction f: R — R bornée, ’ensemble

{reR: f(z) <1}

admet une borne supérieure sur R.
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Solution :

A
1. Vraie. En fait, soient g €Qet — €Q, alors
1

A A
a A_apt B

Bop B e
al  al
Br oY

2. Fausse. Soit le contre exemple \/§, —V/3eR \ Q, alors que
V3-V3=0€Q.
V3 x (—\/3) =—V9=-3¢cQ.

3. Vraie. En fait, si r est un irrationnel, d’aprés une propriétés présentée dans
ce cours, on a pour tout a, b € Q*, ar + b est un irrationnel. Dong, il suffit de
prendre a = 1 pour obtenir le résultat.

4. Fausse. Un contre exemple pour a =e € R\ Qet f=In3 € R\ Q, on a
=" =3eQ.
5. Fausse. Si on considere la fonction f(z) = sinz, alors
VeeR : f(zr) =sinz < 1.

Par conséquent,
{zeR: flz) <1} =R

qui n’admet pas une borne supérieure.






2.1

[2. Suites sur R

Dans ce chapitre, nous allons étudier les suites réelles et leurs propriétés. En
fait, un ingénieur est sensé connaitre parfaitement les suites étant donné qu’elles
sont largement utilisées dans 'analyse numérique, la modélisation et dans divers
domaines. A la fin de ce chapitre, nous présenterons des exemples de suites utilisées
dans la modélisation de quelques phénomenes biologiques.

Notions générales des suites réelles

Formellement, on peut définir une suite réelle comme une liste de nombres réels
présentée dans un ordre bien défini :

Go, 1, A2, A3y« -y Ay e

ap est le terme de la suite qui correspond a n = 0, a; est le terme pour n =1 et en
général a,, est le nieme terme. Nous ne traitons que des suites infinies, donc chaque
terme a,, est forcement suivi par a,, 1.
Théoriquement, une suite est définie par une fonction sur I’ensemble N telle que
pour chaque entier naturel n, elle associe une valeur réelle a,, (voir Fig 2.1, 2.2, 2.3).
Une suite est notée par (a,)nen 0u (a,)n>0 (si ug est bien définie). Pour la décrire,
deux fagons sont possibles :

1. Terme général : c’est a dire par la formule du nieme terme. Notons que n ne
doit pas forcément prendre 0 comme premiere valeur. Regardons les exemples
suivants :

n
n+1’

(a) (an)n>0, avec a, =
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an
a
1 L] 1
a.
o2
a
o3
a
o4
a5
26
&7 ag a
° ° 9
215 a
o218
n
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
FiGure 2.1 —a, = —
n
aﬂ
a
1 [ ] 2
a a. a,
1 3 9
[} [ ] ®
.97
ag = sin(—
D)
ao .6.4 ‘as 1
0 A 4 A 4 O
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12
a, a
5 7
[ J [}
a,
6
-1 [ J

nm
FIGURE 2.2 — q,, = sin (

7)
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12

2.

2

39

g

o ag = 730/81
.63
.al .az
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
3
n° +1
FIGURE 2.3 — a, =
n2
. 1
(b) (bn>n217 ou bn = ﬁ?

(C) (Cn)nzo, tel que Cn = sin <7”L7T>7

(d) (dp)n>a, avec dy = ———.
Vvn—3
Par récurrence : cette maniere de définir une suite ne nécessite pas de
connaitre la formule du terme générale a,, mais juste une relation de récurrence
entre ses termes. Par exemple, soit la suite de Fibonacci qui est tres connue
définie comme suit
fi=f=1

Jon=Jo1+ fa2, n2>3
c’est a dire chaque terme (& partir du troisieme) est la somme des deux termes
qui le précedent. Cette suite date du 13 éme siecle lorsque le mathématicien
italien Fibonacci a étudié la croissance d'une population des lapins. Un autre
exemple
uy =1, uy =3

Up = \/Up—1 + Up—2, N >3

1
Nous remarquons dans la Figure 2.1 que plus n croit a, = — devient petit.

nd+1

2
n
Dans ce contexte, nous allons donner les définitions des suites croissantes et
décroissantes.

D’autre part, dans la figure 2.3 que plus n croit a, = devient grand.
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Definition 2.1.1 Une suite (a,), est dite croissante lorsque a,, < a,,; pour tout
n, c’est a dire
apg <ay <ax <agz<---

Une suite (a,), est dite décroissante si a,, > a,+1 pour tout n, c’est a dire
ag = a1 2 Ay 2> Az = «++

Une suite est dite monotone si elle est soit croissante ou bien décroissante.

3
» Example 2.1 Montrons que la suite (a,), telle que a, = v est décroissante.
n

Etant donné que

" 0 - 3 3
T T 48 n+7T
9 <0 tout
= our tout n.
n+nn+s) ~F
| |
m Example 2.2 Soit la suite (ay,), avec a, = 1 montrons qu’elle est décroissante.
n
Comme
n+1 n
(7 — An -
= (n+12+1 n2+1
m+1D(n*+1)—n((n+1)2+1)
(n+1)2+1)(n2+1)
- —n?—n+1 —0
C ((n4+1D)2+1)(n2+1)
vu que pour tout n > 1, on a n? +n > 1. n

Convergences des suites réelles

La figure 2.4 montre que les termes de la suite (a,), s’approchent de 1 lorsque n
devient grand. En fait,
1
l—a,=——
"on+1
peut étre rendu aussi petit que 1’on veut en choisissant n suffisamment grand, c’est a
dire

lim a, = 1.
n—oo
D’une maniere générale
lim a, =1
n—oo

signifie que a,, tend vers [ lorsque n devient grand.

Definition 2.2.1 On dit qu’une suite (a,), admet une limite I, avec [ est un nombre
réel et on note

lim a, =1
n—oo
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218,

a,
a3 °* *
a, ([ ]

a;
as = 8/9

10

n
n+1

FIGURE 2.4 — a, =

lorsque les termes a, peuvent étre rendus aussi proches de [ que 'on veut en

prenant n suffisamment grand.
Si la limite li_>m a, existe on dit que la suite converge ou qu’elle est conver-
n—,oo

gente.
Une suite quand elle n’est pas convergente, elle s’appelle divergente.

Si une suite converge, alors certainement sa limite est unique. Donc une
suite qui admet deux limites ou plus est divergente. Par exemple, la suite
an = (—1)" posseéde —1 et 1 comme limites, elle est divergente.

Quelques exemples des suites convergentes

m Example 2.3 La suite définie par son terme général converge vers

D
[ = 5 (voir Fig 2.5). Vu que,

5n? ~ 5n? 5

lim ———— = lim — .
n—oo 2n2 +1 noo2n2 2
|

nn
m Example 2.4 La suite définie par son terme général b, = —— + 1 converge vers
n

[ =1 (voir Fig 2.5). Du moment que

lim (mﬂ) — (lim 1“") F1=1.
n—oo n n—oo n
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m Example 2.5 Soit la suite dont le terme général est ¢, = e™ " + 1, elle converge
vers | = 1 (voir Fig 2.5). Comme

Ji (1) = (o) b=

l=3 ° ° ° ° ° ° °
[ ]
°
29
[ ]
. °
¢ ¢ ° ° ° ° ° °
.
1 ® *. * * * * > *>
I=1
Inn .
FIGURE 2.5 — s bp=—+4+1,c,=e " +1
n

Quelques exemples de suites divergentes

m Example 2.6 Soit la suite du terme général , elle diverge vers oo (voir
Fig 2.6), car
I "
im = = 0.
n—oo  3n +1

» Example 2.7 Soit la suite dont le terme général est v,, = 1 + (—1)". Nous avons
deux valeurs possibles des termes de cette suites :

2, sin est pair
Uy =
0, sin est impair

donc cette suite ne s’approche d’aucun élément a l'infini (voir Fig 2.6). Par conséquent,
dim (14 (—1)") n’existe pas. Autrement dit, {v,} est divergente. n

» Example 2.8 Soit la suite du terme général w,, = n cos(nm). cos(nm) oscillent
et prend des valeurs dans l'intervalle [—1, 1] jusqu’a U'infini, donc elle n’admet pas

une limite. Ensuite, lim n = oo, ce qui donne lim w, = oo, c’est a dire cette suite
n—o0 n—

diverge vers co. Dans la fig 2.7, on peut voir que la fonction f(z) = z cos(zm) tend
vers I'infini quand x est grand. u
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3 — n2 — n
un—m ,op =14 (—1)
FIGURE 2.6 — Exemples de suites divergentes : et v, =14+ (—1)"

FIGURE 2.7 — Présentation graphique de f(z) = x cos(z)
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Dans les exemples précédents, le calcul de la limite était évident, mais ce n’est
pas toujours le cas. Parfois, nous avons besoin de faire des estimations et appliquer
la regle des gendarmes ou de Sandwich :

Soient (an)n, (by)n €t (cn)n des suites réelles, si pour tout n € N on

avons

@y, by, £ @
et

lim a, = lim ¢, =1,
n—-+oo n—-+oo
alors certainement
lim b, = (.
n—-+oo

m Example 2.9 Allons regarder la convergence de (u,), tel que

V2 + 2v2] + [3V2] + - + [nV2]

n

Up =

D’apres la définition de partie entiere on a
+1
V2 + 2V + BV + -+ V2 S V2+2V243V2 4 402 = @”<n2>

En revanche,

V24 [2V2]+[3vV2]+ - -+ [nV2] > V24+2V243V2+ - -+nv2—n = \/57”6(?”6;1)_”

Par conséquent,

\/in(n—l—l) 1 <u, < \/§n(7‘H—1)‘
2n? n 2n?

Enfin, en appliquant la regle des gendarmes on conclut que

La définition que nous avons présenter sur la convergence n’est pas précise. Mainte-
nant, nous présentons une définition plus théorique.

Definition 2.2.2 Soit (a,,), une suite réelle, on dit que (a,), converge vers [ et on
note

lim a, =1
n——+00

si pour tout € > 0, il existe un nombre N(¢) € N associé¢ a € > 0 satisfaisant
Vn>N(e) : |a, — | <e.
En symboles mathématiques la convergence est équivalente a

Ve>0,dIN(E)eN,Vn>N(e) : |a, — ] <e. (2.1)
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Cette définition veut dire que (a,), est convergente vers [ si on peut rendre la
différence |a,, — l| aussi petite que I'on veut pour n suffisamment grand.

1
m Example 2.10 Montrons que 1_1&1 — = 0. En effet, soit ¢ > 0, alors
n oo n

1 1
“l<ee=n> -,
n 9

1
donc il suffit de choisir N(eg) = {} + 1, dans ce cas on a
€

1
Ve>0,3dN(e) = [J—i—lEN,VnzN(E) D u, — 0] < e
|

Maintenant, si on veut montrer que lirf a, = oo, on utilise la définition sui-
n—-—+0oo

vante :
Definition 2.2.3 Soit (a,,), une suite réelle, on dit que

lim a, = o©
n—-+4o00o

si pour tout réel M > 0, il existe un nombre correspondant N € N tel que
Vn>N :l|a,| > M.
En symboles mathématiques la divergence vers l'infini est équivalente a
VM >0,3NeN, Vn>N : |a,| > M. (2.2)

m Example 2.11 Démontrons que lirf n? = 4o0. En fait, soit M > 0, alors
n—-+0oo

n? > M <= n> VM,
donc il suffit de choisir N = [\/ M } + 1 ce qui implique que

VM >0, 3N =[VM|+1€N,Vn>N : 0| > M.

Propriétés des suites convergentes

Dans Tableau. 2.1, nous présentons quelques lois des limites de suites convergentes.
Soient (av,)n et (5,), des suites convergentes et ¢ une constante réelle.

La derniére propriété assure que si on applique une fonction continue a une suite
convergente, la suite qui résulte est aussi convergente.

» Example 2.12 Soit la suite (a,),, avec

e (0
n

il
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TABLE 2.1 — Lois des limites pour les suites convergentes

Opération A Limite
Somme 38, (an + Ba) = lizg, @ + lig B
Différence nhﬁnolo (o, — Brn) = T}LHC}O oy, — nlggO B
Multiplication par une constante lim (co) = ¢ lim o,
Produit i (o 50) = (Jim ) (Jim )
N lim o,
Quotient lim —= = == si lim 3, # 0

nweo B, lim B,

p
Puissance lim of = (hm an> , 0, >0etp>0
n—o0 n—o0
Valeur absolue lim |a,|=0< lim o, =0
n—oo n—oo
f continue en [ lim o = 1= lim flan)=f (nh_>n;10 ozn) = f(l)

En utilisant la propriété de puissance (voir Tableau 2.1) pour

cos’n

bp=—3—+32>0
n

1
et p= R > (), on obtient

utl=
|=

2 2 5
lim <COS n +32> — [lim (COS n +32>1 — (32)'5 = 2.

n—oo n3 n—o0 n?’

n

si elle existe.

m Example 2.13 Calculons la limite lim
n—oo n3 4 2

(=1)"n
n3 + 2

n
1m =
n—00 n3 + 2

lim =
n—oo

Par conséquent, en raison de la propriété de la valeur absolue (voir Tableau 2.1),

(=1)"n
n—00 n3 + 2

= 0.
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» Example 2.14 Soit la suite (a,), tel que

< 2nm )
a, =tan | — .
12n +1

Notons,
b — 2nm
T 12n 417
alors -
lim b, = —

n—00

™
Comme la fonction tanz est continue au point X on applique la propriété de

continuité (Voir Tableau 2.1), on obtient

) 2nm T
Jim tan (5 ) = tan () = V5

La somme de deux suites divergentes n’est pas forcément divergente, comme
par exemple les suites a, = n et b, = 2 — n qui divergent or leur somme
converge.

Néanmoins, la somme de deux suites I’'une convergente et I’autre divergente
diverge. Ceci parait tres logique et ne nécessite pas une démonstration.

Suites bornées sur R
Les suites réelles bornées ont des propriétés spéciales que nous allons découvrir
dans cette section.
Definition 2.2.4 Une suite (a,), est bornée supérieurement (majorée) s’il existe
un nombre réel M tel que

a, < M pour tout n.

D’autre part, elle est dite bornée inférieurement (minorée) s’il existe un nombre

réel m tel que
an, > m pour tout n.

Si elle est majorée et minorée, alors (a,), est bornée.

m Example 2.15 La suite du terme général a,, = €" est minorée mais pas majorée, car

e" >0 et lim e" = +o0.
n—-+oo

Néanmoins, la suite du terme général b,, = —e" est majorée par —1 mais pas minorée.
| |

n
m Example 2.16 Les suites définies par les termes a, =sinn et b, =1 — (2) sont

bornées, puisque

1n
—1<sinn<1 et Ogl—(z) <1, pour tout n.
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Une suite quand elle est bornée, elle n’est pas nécessairement convergente, par
exemple la suite du terme général a,, = (—1)" elle satisfait —1 < a,, < 1 mais elle est
divergente. D’autre part, une suite monotone n’est pas nécessairement convergente
comme a, = 2" qui est croissante mais divergente. Néanmoins, une suite lorsque elle
est a la fois croissante et majorée elle est forcement convergente ; on peut accep;%er ceci

logiquement sans démonstration, par exemple dans Fig 2.3 la suite a,, = est

n+1
majorée et elle croit, donc ses termes vont automatiquement s’approcher d’un nombre

réel fixe. De méme, toute suite décroissante et minorée est convergente.

» Une suite réelle lorsqu’elle est croissante et majorée, elle est
certainement convergente.

» En revanche, Une suite quand elle est décroissante et minorée, elle est
forcement convergente.

Soit la suite dont le terme général est

—1+1+1+ +1 1()
ap = 5 3 - n(n

1. Montrons que pour tout n
1 1 1

In(n+1) < 1+§+§+---+* <lIn(n) + 1.
n

pour n =1 on a
In(2) <1<In(1)+1

donc c’est vraie. Supposons par récurrence que

1 1 1
1 D<1l+—-+=-+--+—-<1 1
nn+1) < tgtgt +n_n(n)+
et vérifions que
I(n+2) <1+ ot st ot —— <In(n+1)+1
SIS S g Ty n a1 '
L’hypothese de la récurrence donne
In(n +1) + ! <1+1+1+ +1+ <In(n) +1+ !
n(n — — 4+ -4+ = n(n :
n+1"— 2 3 n n+1"— n—+1

D’apres les Fig 2.8 et Fig 2.9 on peut voir clairement que

f(x) = g(x)
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et
h(z) < m(x)

pour tout x réel. D’ou le résultat.
2. Montrons que (a,), est une suite décroissante et positive. Pour ce faire,
calculons a, 1 — a, :
! In(n+1)+1In(n) <0
py1 — @, = —— — In(n n(n
n—+1 n n+ 1 =

on peut voir facilement que la fonction

T —

pe In(z + 1) + In(x)

est négative (voir Fig 2.10). De plus, d’apres la question précédente il vient
a, <In(n+1) —In(n) <0.

3. Conclure. Comme (ay,),, est décroissante et minorée, alors elle est convergente.

9

FIGURE 2.8 — Présentation graphique des fonctions f(z) = In(z + 1) + —5 et
g(x) =In(z + 2)

Dans ce qui suit nous présentons la notion d’une suite de Cauchy. Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) est un mathématicien frangais, un académicien et professeur
a ’école polytechnique de Paris. Ce mathématicien a vu les suites convergentes sur
R d’une fagon différente et intéressante :

Definition 2.2.5 Une suite réelle (a,,), est dite de Cauchy si et seulement si

Ve>0,3INeN, Vp, ¢>N : |u, —u,l <e. (2.3)
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! 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16

m

h

FIGURE 2.9 — Présentation graphique des fonctions h(z) = In(x) + 1 + - et
m(z) =In(x+1)+1

z+1

FIGURE 2.10 — Présentation graphique de la fonction = + #1 —In(z + 1) + In(x)
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Un théoreme s’impose directement apres cette définition qui dit qu’une suite conver-
gente est nécessairement une suite de Cauchy et vice-versa.

Une suite (ay,), réelle converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Généralement dans la pratique ce théoreme est utilisé pour démontrer qu'une suite
n’est pas convergente, alors tout simplement il suffit de démontrer qu’elle n’est pas

de Cauchy.

m Example 2.17 Montrons que la suite suivante n’est pas convergente

11 1
=14+ —F4—+—F+ - +—.

VvitsT T m

Montrons qu’elle n’est pas de Cauchy. Soit € > 0, pour p=net ¢ =2n on a

la, —a,] = ‘<1+\}§+\}§+--~+\}_>

e
V2 V3 no Vn+l

1 1 1

\/n+1+\/n+2+.” 2n

1 1 1 n

Van Ve T VBT VA

Cela implique que si on choisit € = 1/3, nous allons pas trouver N € N pour lequel on

a pour tout p et ¢ plus grand que N : |u, —u,| < 1/3. Ce qui acheve la démonstration.
| |

S

>

Sous-suites
: . L (=™ . . 1
Soit (ay,), une suite du terme général a,, = . Si n est pair, alors a, = —,
NLD NZD
sinon si n est impair, on aura a,, = —. Plus précisément,

NG

1
Qop = —F—,
2 V2n
1
Ugpy] = —F——.
e+l Von +1

Considérons deux applications ¢ : N — Net p : N — N, avec
o(n)=2n, p(n)=2n+1.
Ces deux applications sont strictement croissantes. En fait,

cn+1) = 2(n+1)
> 2n = o(n).
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De plus,
pln+1) = 2(n+1)+1
= 2n+14+2=p(n)+2
> p(n).

On note par oy, = Ug(n) €t B = Upm), alors (ay,), et (B,)n sont appelées sous-suites

10

1

V2n

FIGURE 2.11 — Sous-Suites : us,, = et

de (an)n.

Definition 2.2.6 Soit (ay,), une suite et ¢ : N — N une application strictement
croissante. La suite du terme général o, = a,(,) est dite sous-suite de (an)n.

Soit la question suivante

une sous-suite d’une suite divergente pourrait étre
convergente.

La réponse est oui. Justement quand une suite est divergente, on regarde la
possibilité d’existence de sous-suites convergentes telles que leurs limites s’appellent
valeurs d’adhérence.

Par exemple, la suite définie par

1 .
un:—Z—i—sm
n

nm

2

(3)

1 nm
est divergente, car la limite n’existe pas. En effet, — tend vers 0 et sin { —- ) n’admet

pas de limite. Maintenant, on va chercher les valeurs d’adhérence de cette suite, dans

14
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le cas ou elles existent. Les sept premieres valeurs de (uy,), sont (voir le graphe dans
Fig 2.12)

u =0, uy =1, us=0, ug=-1, uys=0, us=1, wg=0, wuy=-—1.

Donc, on remarque que pour les indices pairs ug, = et pour ceux qui sont

1
4n?
f(x)

f(z) = sin (?)

FIGURE 2.12 — Présentation graphique de f(x) = sin (l;)

1
impairs, on a ug, 1 = W + (—1)". Le cas des indices impairs est aussi divisé
en deux cas possibles
! + 1 si 2k
e ——— sin = 2k,
(2n+1)2
Ugp41 = )
——— —1sin=2k+1.
(2n+1)?
En remplacant n par 2k et 2k 4 1, on obtient
1 1
+1, 1.

Ugk+1 = m Ugk+3 = m -

Enfin, on considere les trois applications o7 : N—- N, 05 : N—Net o3 : N— N,
telles que
o1(n) =2n, o9(n)=4n+1, o3(n)=4n+ 3.

Enfin, les valeurs d’adhérence de (uy,),, sont
{~1,0,1}.

Dans la notion des sous-suites, il existe un résultat important présenté dans le
théoreme suivant.
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Soit (an), une suite réelle. Soit [ € R, alors Aim uy, =1 si et

seulement si toute suite extraite de (a,), converge vers [.

On sait que si p et ¢ sont des propositions mathématiques, on a

Peqe@eq
D’apres la théoréme précédent, on peut déduire que si une suite admet au moins deux
sous-suites convergentes vers deux limites différentes, alors cette suite est divergente.

» Example 2.18 Soit la suite (a,), tel que

(—1)"2n3

Qp = —— .

o34 2m241
0O ] i 20 t positifs et ils sont repré
n remarque que pour les n pairs a,, = ——————— sont positifs et ils sont repré-

que que p p e P ) p
2n

sentés dans Fig 2.13 en couleur rouge. Pour les n impairs a,, = —————— sont

négatifs et ils sont présentés en couleur verte dans Fig 2.13. Ainsi, considérons les
sous-suites :

2(2n)3 16n3 Y 5
Up = Aop = = m u, =
T 2n)P 42202 +1 SnP48n4+1  no
et
2(2n + 3)* Y 5
Up = dopi1 = — im v, = —2.
T 2n 43342020+ 3)2+1  noeo

Done, nous avons deux sous suites (u,), et (v,), extraites de la suite (a,), qui
convergent vers deux valeurs différentes. D’apres le théoréme précédent, la suite (a,, )y,
est divergente. "

(—1)"2n3

FIGURE 2.13 — Suite ayp = m

Maintenant, on va énoncer un théoreme utile sur les sous-suites de Bolzano-
Weierstrass (1830) qui dit que dans le cas d’une suite bornée, on peut toujours
en extraire une sous-suite convergente.
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D’une suite de nombres réels, on peut toujours en extraire une
sous-suite qui converge.

m Example 2.19 La suite du terme générale

n?cosn
p = —5——
"on241
est divergente comme
2
n
lim =1
n—yoo n2 +1
2
. . . ) _ xfcosTr
et 71113010 cos mn n’existe pas. Graphiquement, on peut tracer la fonction f(z) = Pl

pour apercevoir le comportement de la suite (a,),, pour les n grands (voir Fig 2.14).
On peut vérifier facilement que pour tout n € N,

-1<a, <1.

Donc, cette suite est bornée. Grace au théoréeme de Bolzano-Weierstrass, on est
stir de l'existence d’une sous-suite convergente de (a,),. Considérons par exemple
I'application p: N — N; tel que p(n) = 2n qui est strictement croissante. Par consé-
quent,

(2n)?cos (2mn)  4n? = lim u, = 1.

Un = Qp(n) = (2n)2 +1 T A2 41 N300

9

ZL‘2 COSTTX

FIGURE 2.14 — Présentation graphique de f(z) = — 1
T

Suites adjacentes

Soient deux suites réelles (a,), et (b,),, on dit qu’elles sont adjacentes si les deux
conditions suivantes sont satisfaites
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» l'une des deux suites est croissante et I'autre est décroissante,

» la suite a,, — b, converge vers 0.

m Example 2.20 Soient les suites définies pour tout n € N* par

n n " 1
n = 57— 5\ n = 57 . o\ .
3(n+3) 3n+3) n
D’une part, on a
1 (n +1 n > 1 50
Upyy — Ap = = - = :
i 3\n+4 n+3 (n+3)(n+4)
Ce qui implique que (a,), est croissante. D’autre part,
b — n+1 n 1 n n 1
T T \3(n+4)  n+1 3(n+3)  n
B 1 1
 (n+3)(n+4) nmn+1)
—6n+7
= < 0.
n(n+1)(n+3)(n+4)
donc, (b,), est décroissante. Enfin,
lim (a, — by,) = lim — = 0.
n—oo n—oo n
En conclusion, les suites (a,), et (b,), sont adjacentes. ]

FIGURE 2.15 — Suites adjacentes (ay), et (bn)n
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Soient les suites

L 1 B
Up = +§+§+"‘+a, Un—e—i-m.
1. Montrons que (u,), est croissante et que (v,), est décroissante. Du moment
que
I A
un — U — — — . e [
S 21 " 3l n! " (n+1)!
1 1 1 1
‘(*m*m*”*m)
1
= >0
(n+1)!
et
B 1 1
e O ~(e+31)
n
= ——— = (Il
(n+1)!

2. Si on sait que

. 1 1 1
lim (1—|—++~"—|—>:€,
! n!

n—r00 2l 3
déterminons la limite de Erf (un — vy,). On a
I _ ] 11 1 1
niglm(un_vn) = nirfw( +2'+3'++n'—6—n')
. 1 1 1 . 1
= lim (1+++---+)— lim (e—l—)
= e—e=0.

On en déduit que les suites (uy,), et (v,), sont adjacentes.

Suites récurrentes

Dans cette partie, on s’intéresse a 1’étude des suites récurrentes de la forme

Uny1 = [f(un),
(2.4)

ug ou up est le premier terme

otl f est une fonction continue sur D C R et uy € D. Etant donné que I'étudiant
préfere toujours la pratique, alors la meilleure facon de présenter les suites récurrentes
est de le faire a travers des exemples, ici, nous avons choisi certains qui apparaissent
dans la biologie.

m Example 2.21 Soit une population de bactéries qui se reproduisent suivant la suite
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récurrente :

1
b1 = gba(l = by), n €N

1
b0:§

b, est la concentration des bactéries apres n jours. Allons étudier cette suite.

1. Montrons que pour tout n € N, b, < 1. Tout d’abord on a by < 1 supposons

que b, <1 et montrons que b, <1 :
1
bn—i—l = an(l - bn)

11

S ——
FRVAG
1
b, < 1.

< g <

2. Maintenant, vérifions que pour tout n € N, b, > 0. C’est vraie pour n = 0.
Supposons que b, > 0 et montrons b,; > 0. Comme b, < 1, alors

1
3. Allons établir que pour tout n € N on a

3
’bn—&-l - bn| S Z’bn - bn—l|-

En effet,
1 1
|bn+1 - bn‘ - an(]- - bn) - an—l(l - bn—l)

1 1

= z<bn - bn—l) - Z(bi - bi—l)
1 1

= Z(bn - bnfl) - Z(bn - bn71)<bn + bnfl)
1 1

S 1 ’bn - bn71| + Z|bn - banan + bnfll

1 1
S Z |bn - bn—1| + Z (|bn| + |bn—1|) |bn - bn—1|

1 1
< (4= — :
= <4+2> 1B = b

D’ou le résultat désiré.

4. A partir de ce qui précede, montrons que (b,), est une suite de Cauchy. On
peut vérifier facilement grace a la question précédente que pour tout n € N, on
a

3 n
it = bul < () Ibr = bol.
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Soient € > 0, p =n+m et ¢ = n pour n et m des naturels arbitrairement fixés.
Alors
b, — byl = |brim — bl

= |bn+m - bn+m—1 + bn+m—1 - bn-l—m—? + bn-l—m—? - bn+m—3 + bn+1 - bn|

S |bn+m - bn—&-m—l‘ + ‘bn—i-m—l - bn+m—2| + |bn+m—2 - bn+m—3| +---+ ’bn—&-l - bn|

3 n+m—1 3 n+m—2 I\ "
< (4) |b1—b0|+<4> |bl—b0|+-~-+<4> by — bol

3 2n—1 3 2n—2 I\
(4) ’bl—bol+<4> ‘bl—b0|+"'+ <4> ‘bl—b0|, car 3/4< 1

(=5 ) e () mow
. 2(3)“_(2)%

4 1-3

< s(3)
alors pour ¢ suffisamment petit il vient

3\" 3\" e
5(3) <c = (1) <3

<= nln <3> < In (5>

4 8

In (%)
In (%)

IN

IN

— n>

Ainsi, il suffirait de prendre

o[

oolm

3 €
1 -<1, =<1
—l—,car4 ' 3

= Qo

Ce qui fallait démontrer.

5. Allons déterminer la limite de (b,),. Puisque (b,), est une suite de Cauchy,
alors forcement elle est convergente et elle admet une unique limite qu’on note

ici n, donc
lim b, = i 1b(l b,) <= —1(1 )
Par conséquent, il existe deux possibilités soit n = 0 ou bien n = —3. Puisque

0<b, <1, alors
lim b, = 0.

n—-+o0o
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Biologiquement, ceci implique que la population bactérienne va disparaitre
avec le temps, dans ces conditions.

m Example 2.22 Cet exemple représente la modélisation d’un probleme en écologie.
Plus précisément, on s’intéresse a modéliser I'aquaculture de saumon. La Norvege est
le plus grand pays productif du saumon atlantique. Ce type de poisson a une phase
en eau douce et une autre en eau de mer durant son cycle de vie. L’aquaculture se
fait dans des bassins comme dans Fig 2.16. On souhaite élever des poissons dans un

FIGURE 2.16 — Aquaculture du saumons norvégien

bassin. Sachant que leur nombre initial est py = 100, nous calculons ’évolution de la
population des poissons chaque jour. Mathématiquement, on peut modéliser ceci en
utilisant la suite récurrente :

bp,,
a+pn’

Pn+1 =

Po = 100

Ou p,, représente la taille de la population des poissons apres n jours. a et b sont des
constantes strictement positives qui dépendent de 'environnement et les especes de
poissons. On suppose que a < b.

b
1. Soit la fonction h(z) = v , alors son domaine de définition est D = R \ {—a}.
a

Montrons qu’elle est croissante. La dérivée de h est donnée par

, ab
h(l‘):m>0 sur D.

2. Etudions la monotonie de (Pn)n. Puisque h est croissante la différence p; — po
détermine la nature de suite (croissante ou décroissante). En fait,
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» si p; — pg > 0, alors supposons par récurrence que p, — p,—1 > 0 et
montrons que p,+1 — p, > 0. On a

Pnt1 — Pn = h<pn) - h<pn71) >0

du moment que h est croissante et p, > p,_1,

» sinon si p; — py < 0, alors supposons par récurrence que p, — pp—1 < 0 et
montrons que p,+1 — pr < 0. On a

Pny1 — Pn = h(pn) - h(pn—l) S 0

car h est croissante et p, < p,_1.

Dans notre cas, on a

1000 100 — 100(b — a) — 10000 100
100 + a N 100 + a 100 +a

P1—Po= (b — a — 100).

Il en résulte deux cas :

» Sib—a > 100: (p,), est croissante, c’est a dire la production du pois-
son augmente.

» Sinonsib — a < 100 : (p,), est décroissante i.e la production du poisson
diminue.

3. Déterminons dans les deux cas précédents la limite de (p,),. On résout I’équa-
tion h(n) =n:
h(n) =n<«=n’—(b—ayy=0.

Il existe deux solutions de cette équation : 71 = 0 et e = b — a. Cela implique
que si (p,)n converge, sa limite est nécessairement 0 ou bien b—a. Si b—a > 100,
on peut montrer par récurrence que pour tout n, p, < b — a. Par ailleurs, si
b — a < 100, on peut montrer par récurrence que pour tout n, p, > 0. On
conclut que

» Sib— a > 100, alors (p,), est croissante majorée donc convergente et
sa limite est
AP = b=

» Sinon si b — a < 100, alors (p,), est décroissante minorée donc conver-
gente et sa limite est
lim p, = 0.

n—oo

Comme travail personnel, afin de fixer plus les idées, I’étudiant est vivement invité
de refaire ’exemple précédent pour a > b. "

On termine le chapitre par un schéma explicatif voir la Fig 2.17.
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FIGURE 2.17 — Suites réelles convergentes
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[3. Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions, leurs présentations graphiques,
des facons de les transformer et de les composer. Nous abordons la notion de limite
d’une fonction en un point ou a l'infini. Cette notion est employée pour regarder la
continuité et la dérivabilité d’une fonction en un point.

Généralités
Une fonction réelle f est une regle qui associe a chaque élément z d’un ensemble
E C R au plus un élément, noté f(x), d'un ensemble F' C R

f: E—=F

On dit que f(x) est 'image de « par la fonction f. L’ensemble des x appartenant a
E pour lesquels il existe une image f(z) est dit domaine de définition de f et on
note Dy.

Une fonction peut étre présentée par deux fagons :

» Numériquement : en présentant un tableau de valeurs.

» Algébriquement : en la définissant par une formule explicite, par exemple
f:R —- R
o= f(z) =

213

2 -9

le domaine de définition de f est I'ensemble des z € R pour lesquels f(z) est
bien définie, c’est a dire le dénominateur est non nul

940 (x#£3 et z# —3)
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donc, Dy =R\ {-3, 3}.

Une fonction est visualisée par son graphique. Le graphe de f définie sur Dy est
I’ensemble des couples :

{(z, f(z)), x € Dy}.

Par exemple, Fig 3.1 représente le graphe de la fonction f définie ci-dessus.

y

-21 -18 -15 -12 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 18 21 24

-6

-9

23

FIGURE 3.1 — Graphique de f(z) = —; 5
x —

Fonctions définies par morceaux

Les fonctions définies par morceaux sont celles qui sont définies par différentes
formules selon des parties de leurs domaineq de définition.

m Example 3.1 Soit la fonction f définie par
8 — g3 si <2

fz) =

224+1 si oz >2
| |

La valeur absolue est aussi un exemple d’une fonction définie par morceaux, la
partie entiere aussi.

Fonctions paires, Fonctions impaires

Une fonction f, de domaine de définition Dy, satisfait

1. Vx € Dy, alors —x € Dy aussi,
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2. Vz e Dy: f(—z)= f(x).
s’appelle paire, son graphe est symétrique par rapport a I'axe OY (voir la fonction
en couleur verte dans la Fig 3.2).

En revanche, une fonction f, de domaine de définition Dy, vérifiant

1. Vx € Dy, alors —x € Dy aussi,

2.VzeDy: f(—z)=—f(x)

est dite impaire, son graphe est symétrique par rapport a (0,0) (voir la fonction en
couleur rouge dans Fig 3.2).

FIGURE 3.2 — Graphique d’une fonction paire et d’autre impaire

2

» Example 3.2 Soit f(x) = , elle est paire sur R car

41
(—a)? 2
e x
(=) = (—2)t+1  at+1 = f(@).
|
2
» Example 3.3 g(z) = %, elle est paire sur R car
sin’x
—x)%cos(—x x?cosx
() = D) - g(a).

sin2(—r)+1  sin2r+1
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» Example 3.4 Soit h(x) = , elle est impaire sur R car

(=) z

()= e = e =
]
m Example 3.5 m(x) = z|z| est impaire sur R car
m(—z) = (—z)| — x| = —z|z| = —m(z).

]
Néanmoins, certaines fonctions ne sont ni paires ni impaires, comme par exemple
. z+1
Z(JZ ) — 9 ]
2+ 1

en fait . .
i(—z) = (—z) + _ T+
(—z)2+1 2241

qui est différente de i(x) et de —i(z) sur R.

Fonctions bornées
Une fonction f est dite majorée quand il existe un M € R pour lequel f satisfait

f(x) <M, pour tout x € Dy.
En revanche, la fonction f est dite minorée lorsqu’il existe un m € R vérifiant
f(x) >m, pour tout z € Dy.

Une fonction qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée. Autrement dit,
une fonction est bornée s’il existe un nombre réel K > 0 vérifiant

|f(z)] < K
pour chaque z € Dy.

» Example 3.6 La fonction f(z) = est bornée car

224+ 1

0<

2
2+1§2, VrelR.
T

m Example 3.7 Les fonctions g(z) = sinx et h(z) = cosx sont bornées puisque
—1<sinz <1 et —1<cosz<1, VzreR

m Example 3.8 La fonction x +— Inx n’est pas bornée, car quand = s’approche de 0,
In x tend vers —oo, de plus pour z assez grand In z tend vers l'infini ; ce qui implique
qu’elle n’est ni majorée ni minorée. "
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Fonctions périodiques

Une fonction réelle f est dite périodique s’il existe un réel 7' > 0 pour lequel nous
avons ces deux points
1. pour chaque x € R,
(ZL’EDf:>I+TEDf)

2. et pour tout x € Dy,
fle+T) = f(x).
Si T est le plus petit nombre vérifiant ces conditions, alors on dit que f est T-
périodique.

m Example 3.9 Regardons si la fonction
z+— f(x) = cos(3x +7)

est périodique. Le domaine de définition de f est R. Cherchons 1" > 0 pour lequel on
a
cos(3(x+T)+7) =cos(3z+7),

en fait

cos(B(x+T)+7)=cos(3z+7) <= cos(3x+3T+7)=cos(3z+7)

!

cos (3x + 7+ 3T) = cos 3z +7)

= 3+ T7+3T=3c+7+2kr, kcZ
2k
— 3T:21m;»T:T7T.
La période d'une fonction est la plus petite valeur strictement positive. Donc, la
2
période est T = ?ﬂ "

m Example 3.10 On regarde si

x> g(x) = sin® (%x)

est une fonction périodique. Le domaine de définition de g est R. Cherchons 7" > 0
pour lequel
3 37
.3 .3
sin® | —=(x+1T1) | =sin” | —=x |,
(Fatr+) = ()
en fait

sin® (3\/7%(33 + T)) = sin® (?}%x) < sin <?/7T§:c + %T) = sin (?/7;x>
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2V2
5

Ce qui implique que cette fonction est périodique de période T' =

Représentons graphiquement les fonctions suivantes sur R :

1. f est périodique de période T' = 4. En plus, f est impaire avec

T st z€][0,1]
flz) =
—r+2 si zell,2
2. g est périodique de période T'= 2. En outre, g est paire avec
2 si zelod]

g(x) =
—4dr +4 si we}%,l[

3. Une fonction h qui est paire de période T = 8 (il existe une infinité de
fonctions comme ¢a).

4. m est périodique de période T' = 2 avec m(x) = arccosx sur [—1, 1[.
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AN [ NIV NV VN

(a) Graphique de f (b) Graphique de g

(¢) Graphique de x + 4 cos (T) (une proposition) (d) Graphique de m

FI1GURE 3.3 — Représentation graphique des fonctions f, g, h et m

Fonctions croissantes et décroissantes

» Une fonction f est dite croissante (strictement croissante) sur un intervalle
I lorsqu’elle vérifie

f(@e) < flxa)  (f(21) < f(x2)),
pour chaque =1 < x5 (77 < z3) dans 1.

» En revanche, une fonction f est dite décroissante (strictement décrois-
sante) sur un intervalle I si elle satisfait a

f(@1) = fz2)  (f(21) > f(x2))
toute fois que 71 < x9 (1 < 3) dans [.

Fig 3.4 illustre la croissance d'une fonction f sur 'intervalle [a, b] et sa décroissance
sur [c, d].

Catalogue de fonctions essentielles

Dans Tableau 3.1 qui suit, un catalogue des fonctions essentielles est présenté.



58 Chapitre 3. Fonctions d’une variable réelle

fz1) < f(x2)

FI1GURE 3.4 — Représentation de la croissance d'une fonction

y=ai
=r

"

y[= =
B

(a) Fonctions de la forme f(z) = 2", n € N* (b) Fonctions de la forme f(z) = 27, n € N*

FI1GURE 3.5 — Quelques fonctions puissances

(a) Fonctions de la forme f(x) =log, x, n € N* (b) Fonctions de la forme f(z) = a®, n € R%,

FI1GURE 3.6 — Quelques fonctions logarithmes et exponentielles
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TABLE 3.1 — Catalogue des fonctions essentielles

Fonction Forme

Linéaire flz)=azx+5,a, BER
Quadratique P(z) =az’ +Br+7, o, B,y €R

Polynomiale  P(z) = a,2" + o 12" " + -+ + a2 + a1 + ap, avec ag, aq,...a, €R

Puissance f(z) =z ot a € R (voir la figure 4 (a)-(b))
. R(z) R
Rationnelle f(z) = SG)’ ou R et S sont des polyndmes
x
Algébrique Ne comporte que les opérations +, —, X, -+ et puissance sur des polynémes

Exponentielle f(z) = a”, ot a € R% (voir la figure 5 (b))

Logarithme f(z) =log, x, o a € R, la fonction réciproque de z +— a®

Composition de fonctions

On peut accoupler deux fonctions réelles g et h par 'addition, la soustraction, la
multiplication et la division, pour former de nouvelles fonctions :

(g+h)(x) = g(x)+h(z), (9—h)(z) = g(z)—h(z), (gh)(x) = g(z)h(z), <f9L> (z) = 9(x)
De plus, soit n € R, on peut définir la fonction

(ng) (z) = ng(x).

Il existe une autre fagon d’accoupler deux fonctions g et h pour en obtenir une
nouvelle. Il s’agit de calculer pour x € Dy, : h(x), ensuite si h(z) € D,, on calcule
g(h(z)). Cette opération s’appelle la composition de g et h.

Soient deux fonctions g et h la composée de g et h est la fonction notée g o h
définie par

(90 h)(z) = g(h(z)).
m Example 3.11 Soient les fonctions

112

24+ 1

fla) =sin’lz], g(z) =
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Déterminer foget go f. D’abord, Dy = D, = R. Soit, z € R, alors il vient
(fog)lx) = [flg(x))

Ensuite, 2 o
sin® |x
sin®|z| + 1

9(f(x)) = g(sin[z]) =

On peut déduire qu’en général, fog # go f. "

Limite d’une fonction

Dans cette partie, nous allons apprendre comment calculer la limite d’une fonction
dans différentes situations. Nous avons choisi de commencer par I’étude d’un exemple
représentatif. Dans Fig 3.7, nous présentons le graphique de

-
w
IN
o
3
~
©

FIGURE 3.7 — Présentation qui montre I'idée de la limite de : f(z) = 2? —z — 2
autour du point x = 3
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On peut voir clairement que si x s’approche de 3 (a gauche et a droite), les valeurs
de f(z) s’approchent de 4. Il parait qu’on peut rendre f(z) aussi proche que 'on
veut de 4 en choisissant x suffisamment pres de 3.

Definition 3.2.1 Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit
a € Dy ou a soit un point d’extrémités de Dy. On dit que la limite de f(z) quand
x tend vers a est L € R et on écrit

lim f(z) =L

T—a

lorsque
Ve>0,3n) >0 : |z—a|l <nle)=|f(x) - L] <e.

m Example 3.12 Démontrons que

lim(4x —5) = 11.

r—4

Soit € > 0, on cherche n(e) > 0 pour lequel

z — 4] < nle) = |f(z) — 11| <e.

En fait,
|f(z) — 11| = |(4x — 5) — 11| = |4z — 16| = 4|z — 4] < e.
Par conséquent, il suffirait de prendre 7(e) = % n

Maintenant, on regarde la limite d’une fonction quand z tend vers 400 ou —oo.

Definition 3.2.2 Soit f une fonction dont le domaine de définition D contient un
intervalle de la forme ]a, +00[ ou | — 00, b[, pour a, b € R. On dit que

lim f(z)=1L

T—r—+00

lorsque
Ve>0,3B(e) >0 : x> B(e) = |f(x) - L| <e.

En outre, on dit que
lim f(x)=1L

T——00
lorsque
Ve>0,3B(e)>0: 2 <—B()=|f(x)—L| <e.

m Example 3.13 Démontrer que

li L 0
11m = U.
T—00 ZE2 + 1

Soit € > 0 suffisamment petit, on cherche B(e) > 0 vérifiant

|z| > B(e) =

<e.
x2+1‘
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Etant donné que,

1 ) 1
‘ 3 ’<£ = 41> -
e+ 1 €

5 1
— >--1
£
1
— x>4/—-—1
V e
. 1

Donc, il suffit de prendre B(e) = /- — 1. ]

€

Maintenant, on passe a un cas ou la limite en un point n’existe pas. La fonction de
Heaviside H définie par
0 si <0
H(z) = .
1 si >0
Si z s’approche de 0 par la gauche, H(x) est pres de 0. Tandis que, si x s’approche
de 0 par la droite, H(z) est proche de 1 (voir Fig 3.8). Cela veut dire qu’il n’y’a

pas une valeur unique vers laquelle H(x) s’approche lorsque x tend vers 0. Ainsi,
lii% H(z) n’existe pas. Dans ce contexte, on définit la limite & droite et a gauche

y

FIGURE 3.8 — La fonction de Heaviside

d’une fonction f en un point @ € R. Lorsque x s’approche de a par la gauche (c’est a
dire x tend vers a et = < a), f(x) s’approche de L;. En revanche, lorsque = est pres
de a par la droite (c’est & dire x tend vers a et x > a), on a f(z) s’approche de Lo
et on note
lim f(z) =Ly, lim f(x)= Lo.
z—at

r—a~

Si L1 # L, la limite n’existe pas au point a.
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Definition 3.2.3 Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit
a € Dy ou a soit un point d’extrémités de Dy :

» lim f(z)= L, si

T—a—

Ve >0,dn(e) >0,V e Dy, x <a : |lv—al <nle)=|f(r)— L] <e.

» lim f(z) = Ly si

z—at
Ve>0,3ne) >0,Ve e Dy, x>a: |zv—a| <nle)=|f(zx)— L] <e.

m Example 3.14 Soit la fonction h définie par

1
—r+1 si z>2

h(z) =14 2

—zxz+1 si <2

Etablir que lirglJr h(xz) =2 et lirgl h(x) = —1 (voir Fig 3.9).
z— T2~
Soit € > 0, cherchons 7(e) pour lequel

y

y=3=

y=—z+1

2

FI1GURE 3.9 — Représentation graphique de la limite a gauche et a droite de f au
point 2

Ve e Dy, x<2: |z—2<nle)=lh(z)—(-1)| <e.
Comme z < 2, on a

|h(z) = (=1)|=|-2+1+1]=|—-2+2|=|z—2|

On déduit qu’il suffit de prendre n(e) = e. Ce qui implique que lim h(x) = —1.

T2~
Par ailleurs, déterminons 7/'(¢) pour lequel

Ve €Dy, x>2: |z —2]<n(e) = |h(z) — (2)| <e.
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Puisque = > 2, alors
1 1 1
h(z) — 2| = ‘2x—|—1—2‘ _ ‘235—1‘ = Sl
Ainsi, il suffit de prendre 7/(¢) = 2¢. On déduit que lirglJr h(z) = 2. .
T—

On dit que f admet une limite en «a si et seulement si elle admet
une limite ,a gauche et a droite en a, égales.

e —

T

—n

s ennininiin Lttt

1
F1GURE 3.10 — Représentation graphique de la limite a gauche et a droite de — au

x
point 0

1
Maintenant, regardons le graphique de la fonction x — — dont le domaine de définition
x

1
est R*, dans Fig 3.10. On remarque que — prend des grandes valeurs positives lorsque
x
x > 0 s’approche de 0. En revanche, — est proche de —oo lorsque = < 0 s’approchant
x

de 0. Il parait qu’on peut rendre — aussi grand que ’on veut en prenant x suffisamment
x

1
petit. Mathématiquement, ceci revient a dire que la limite de — tend vers 'infini
x

lorsque x tend vers 0 et note

Nous présentons ci-dessous la définition théorique de la limite infinie en un point
finie.
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Definition 3.2.4 Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit
a ¢ Dy. On dit que lim f(z) = oo lorsque

VA>0,3n>0,Vz €Dy : |z —a|l<n=|f(zx) > A

m Example 3.15 Essayons d’appliquer cette définition pour démontrer théoriquement

que

1
lim — = oo.
z—0

1
Tout d’abord, le domaine de définition de la fonction f(z) = — est Dy = R*. Soit
x
A > 0, déterminons 1 > 0 pour lequel on a
Vo e Dy @ x| <n=|f(z)| > A.
En effet,
1 1
>Ae |- >As |z < —.
f@) > Ae| ] > Ae <5
o 1
Ainsi, il suffit de prendre n = 1 "
m Example 3.16 Démontrons que

;}E%(ln x) = 0.

Le domaine de définition de la fonction g(z) =Inz est D, = R%. Soit A > 0,
déterminons n > 0 pour lequel on a

Ve e D, |z] <n=|g(z)] > A
En fait,

lg(z)| > A <= |lnz|> A

< (Inz<—-Aou lnz > A)

<~ (x<e_A0ux>eA)

Comme z € R, on a

(0<x<e‘Aoux>eA)=>(]x\<e_Aoux>eA).

Alors, on peut choisir n = e, u

Le dernier cas concerne la limite infinie d’une fonction & 'infinie et on note

Jim () = o0

Ci-dessous la définition théorique d’une telle limite.
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Definition 3.2.5 Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy contenant

un intervalle de la forme | — oo, a] ou [a, +oo[. On dit que

i f) = o0
si

VA>0,3B>0,Vee Dy : x> B=|f(z) > A

En outre,
imf() = o0
si
VA>0,3B>0,Vzxe Dy : < —-B=|f(z) > A

Afin de fixer les idées, voici un exemple.
m Example 3.17 Allons démontrer la limite suivante

lim 22 = co.
Tr—r0o0

En effet, soit A assez grand alors

FIGURE 3.11 — Représentation graphique de f(z) = 2*

f@)]>A = [f]>A4
= (:c3<—Aou1:3>A)
<— (1:<—A% 0ux>A%)

= |z| > A3,

, _ 1 . .
Par conséquent, on peut choisir B = A3. Ce qui acheve la preuve.

On résume toutes les définitions des limites que nous avons vues dans cette partie

dans Tableau 3.2. Soient a, L, 1, I € R
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TABLE 3.2 — Définitions des limites dans R

Limite Définition

lim f(xr)=L  Ve>0,3n()>0,Ve €Dy :|z—al<nle)=|f(x)-L|<e

r—a

lim f(z)=L Ve>0,3A>0,Vee Dy : |z|>A=|f(z)—L|<e

T—00

lim f(z) =Ly Ve>0,3n)>0,VeeDf,x<a:|z—al<nle)=|flx)—Li| <e

Tr—a~

lim f(z) =Ly Ve>0,3n()>0,Vee Dy, x>a:|v—al<ne)=|flx)— L <e

z—at

lim f(z) =00 VA>0,3n>0,Ve €Dy :|xv—al<n=|f(x)]>A

Tr—a

lim f(z) =00 VA>0,3B>0,YxeDs: |z|]>B=|f(zx)>A

T—00

Opérations sur les limites

Il existe des regles sur les limites qui facilitent beaucoup le calcul, elles s’appellent
lois algébriques des limites. Pour la meilleure assimilation nous les présentons
dans Tableau 3.3. Soient g et h des fonctions et a € R. Si les limites

lim g(z) et lim A(z)
existent, alors nous avons On va terminer la partie des limites de fonctions par la

présentation des deux théoremes ci-dessous qui donnent deux autres propriétés des
limites, en plus de ce que nous avons cité au tableau précédent.
Y

Soient g et h deux fonctions et a € R. Si g(z) < h(z) pour
x € la—n,a+n], avec x # a et n > 0 (c’est a dire dans un voisinage de a) et si

les limites
lim g(x) et lim h(z)

r—a Tr—ra

existent, alors forcement on a

lim g(z) < lim h(z).

T—ra Tr—a

La regle des gendarmes qui a déja été présentée dans le chapitre des suites, resterait
toujours tres utile pour le calcul des limites de fonctions.

Soient f, g et h trois fonctions réelles. Si

f(z) <g(z) < h(z)

pour x € [a —n,a+n] et x # a, avec n > 0 (c’est a dire dans un voisinage de a) et
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TABLE 3.3 — Opérations sur les limites dans R

Loi Limite
Somme lim (g(z) + h(z)) = lim g(z) + lim h(z)
Différence lim (g(z) — h(x)) = lim g(x) — lim h(z)
Produit lim (g() - h(z)) = (hl)n g(x)) . (1131 h(:c))
lim g(x

. . g($) _ z5a .1
Quotient lim (h(x)) = }:g%h(x), si lim h(z) #0
Multiplication par une constante lim (cg(z)) = ¢lim g(x), avec ¢ est une constante
Puissance lim (g(x))" = <3151H}L h(m)) ,avecn € N
Racine lim (g(z))" = (igg(x)) - Sin est pair, lim g(x) >0

si

lim f(z) = limh(z) = L

r—a r—a

alors
lim g(z) = L.

T—a

s Example 3.18 En appliquant la regle des gendarmes, montrons que

1
lim (e* — 1)*sin <) = 0.

z—0 3

On remarque qu’on ne peut pas utiliser la regle de limite du produit, car la limite
suivante

. : ( 1 )

lim sin | —

xz—0 x?’

n’existe pas, donc on fait appel a la régle des gendarmes. En fait, pour tout = # 0
on a

1
—1 <sin <) <1.
23

Or, l'inégalité précédente reste vraie lorsqu’elle est multipliée par une quantité
positive comme suit
1
(" —1)? < (6" — 1)sin () < (¢ = 1)
x

De plus,
lim(e* — 1)? = 0.

x—0



3.3 Opérations sur les limites 69

Ainsi, grace a la regle des gendarmes, on aboutit au résultat demandé. n

Theorem 3.3.3 Le produit d’une fonction qui tend vers 0 par une fonction bornée
est une fonction qui tend vers 0.

Un exercice pourrait étre tres efficace pour tester les connaissance acquises dans
cette partie.

Exercise 3.2 En utilisant les définitions théoriques, établissons les limites :

1. lim(2® + 3) = 4,
z—1

2. limLzO

T—r00 111(,1132) !

3. lim In(z*) = oo,
T—+00
1. Utilisons la définition de la limite finie en un point fini :
Ve>0,3dn(e) >0,Ve e Dy : |z —1] <n(e) = |f(z) —4] <e.
On a
2?2 +3—4|=|r’ -1l <e <= -e<z’-1<e
= l-e<z®<l+te

< V]l—-e<z<V1l+e
<— Vl-ece—-1l<r—-1<+vVe+1-1

ce qui implique que

Vi-e—l<z—1<l—-+V1—-e<vVe+1-1

c’est a dire
lzt—1]<1—+v1—¢.
Ainsi, il suffit de choisir n(e) =1 — v/1 — &, pour tout £ > 0 assez petit.

2. Utilisons la définition de la limite finie & U'infini :

Ve > 0,3n(e) >0,Vx € Dy : |z| > n(e) = |f(z) — L| <e.
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1
<e <= In(a*) > .

2 1
— I > e-

= |z| > e
1
Alors, pour un choix de n(e) = e2 et pour tout € > 0 suffisamment petit, la
démonstration s’acheve toute seule.

3. Utiliser la définition
VA>0,3B>0,Vz € Dy : |z| > B=|f(x)] > A

On a
|In(@)| > A <= 23>e

= |z| > €%,
Donc, il suffit de choisir B = e%, pour tout A > 0 suffisamment grand.

Etude de la continuité des fonctions

Au 17 eme siecle la continuité d’une fonction n’a pas été définie comme aujourd’hui.
En fait, le mathématicien suisse Euler (1707-1783) avait décrit la fonction continue
comme étant une fonction qui n’est pas définie par morceaux. La définition utilisée
aujourd’hui est donnée la premiere fois par Barnard Bolzano (1781-1848).
Dans la section précédente, nous avons vu que dans certains cas on a

lim f(x) = f(a).

T—a

Une telle fonction est dit continue au point a (voir Fig 3.12).

Definition 3.4.1 Pour qu’une fonction f soit continue au point a il faut que les
trois points suivants soient vérifiés :

1. CLEDf,

2. lim f(x) existe,

3. lim f(x) = f(a).

T—a

Si I'une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, on dit que f est discontinue en
a.

Théoriquement, la définition de continuité d’une fonction en un point a est basée sur
le fait qu’on peut rendre f(z) aussi proche que 1'on souhaite de f(a) en prenant z
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y

+------------.

°
e

FIGURE 3.12 — Représentation graphique de la continuité de f au point a

d’une maniere suffisante proche de a. Voici I'interprétation mathématique de cette
définition :
Definition 3.4.2 Soit f une fonction définie sur Dy et soit a € Dy. On dit que f
est continue au point a dans I'unique cas ou f satisfait a

Ve >0,3n >0,V €Dy : |z —a|l<n=|flx)— fla)] <e.

m Example 3.19 Montrons que z — |x| est continue au point 2. En fait, on utilise les
propriétés de la valeur absolue il vient

lz| = 2]l < |z —2[ <&
dong il suffit de choisir n = ¢. n

Le théoréme ci-dessous concerne la continuité d’une fonction sur un intervalle.

Une fonction réelle f est continue sur un intervalle donné si elle
I’est en chaque point de cet intervalle.

m Example 3.20 Toutes les fonctions suivantes sont continues sur leurs domaines de
définition :
polynomiales rationnelles

racines trigonométriques

exponentielles logarithmes

les fonctions trigonométriques sont celles que le radian sert d’unité de mesure. Par
exemple, les fonctions x — sinx, x + cosz, r +— tanx. .. "
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FIGURE 3.13 — Représentation graphique de quelques fonctions trigonométriques

Deux théoremes tres utiles qui donnent la continuité de certaines fonctions complexes,
il suffit qu’elles soient composées de fonctions élémentaires continues.

Soient g et h des fonctions continues sur un intervalle I de R et ¢
une constante réelle, alors les fonctions suivantes sont continues sur [ :

)g+h 2)g—nh 3) cg

4) gh 5) %, pour tout x € I, avec h(z) # 0

Si h est continue en a et g est continue en h(a), alors forcément
g o h est continue en a, de plus on a

lim g(h(z)) = g(h(a)).

T—ra

s Example 3.21 La fonction
f(z) =In(2+sinz)

est continue sur R. En fait, sin x est définie et continue sur R, car elle est trigonomé-
trique, en outre
—1<sinz <1=1<2+sinz <3,

ce qui implique que, In (2 + sin z) est bien définie pour tout = € R.
On peut voir f comme f(z) = g(h(z)), avec

g(x) =Inz, h(zr)=-sinz+ 2.

On conclut que f est continue étant donné qu’elle est la composée de g et h telles
que h et g sont continues. [

Maintenant, allons découvrir la discontinuité en un point.
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m Example 3.22 Soit la fonction f qui a pour expression

r+2 si x<0
flz) =14 €” si 0<zx<1

2—x si x>1

il est clair que les points ou f peut avoir des discontinuités ce sont x =0 et z = 1.
En fait, on a

lim f(z) =24 lim &’ =1

z—0~

z—0t
donc f est discontinue en x = 0. Par ailleurs,

lim f(z) = e # lim f(r) =1

r—1—

on en déduit la discontinuité de f en x = 1. n

Dans ce contexte, on note que les fonctions définies par morceaux ne sont pas
nécessairement discontinues mais elles peuvent étre continues, comme par exemple
la fonction g définie par

¥ & or<1

g(r) =

=

x5 si x <1

(A le vérifier a titre d’exercice).
Ici, nous présentons les définitions de la continuité a gauche et a droite d’un
point.

Definition 3.4.3 Soit f une fonction définie sur Dy et soit a € Dy. On dit que f
est continue au point a a droite dans I'unique cas ou f satisfait a

Ve>0,3n>0,Vee Dy : 0<x—a<n=|f(z)— fla)| <e.
En revanche, f est continue au point a a gauche si et seulement si f vérifie
Ve>0,3n>0,Vee Dy : 0<a—z<n=|f(z)— fla)| <e.

Enfin, f est continue en «a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche
en a.

Prolongement par continuité

Certaines fonctions réelles ne sont pas définies en des points mais admettent des
limites en ceux-ci. Cela parait étrange mais ¢a existe des cas pareils. Par exemple, la
fonction

f(z) = xsin (1)

x
qui est définie sur R*, or sa limite en zéro existe. Puisque, au voisinage de 0

1
—1§sin< )gl.
T
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Dongc, si x >0

1
—x < xsin () < z. (3.1)
x

Sinon si z < 0, on a

(1
r < xsin (> < —uz. (3.2)
x

Des (3.1) et (3.2) en appliquant la regle des gendarmes, on obtient

lim f(z) = lim f(z)=0.

z—0t z—0~

Fig 3.14 (a) montre une présentation graphique de f. Dans Fig 3.14 (b), on peut

(a) Graphe sur R (b) Un zoom au voisinage de zéro

1
FIGURE 3.14 — Représentation graphique de la fonction f(x) = xsin ()
T

voir qu’au voisinage de 0 la fonction tend vers 0. Dans ce cas, on dit que f est
prolongeable par continuité au point x = 0.

Definition 3.4.4 Soit [ un intervalle de R et 5 € R. Soit de plus f une fonction
continue et bien définie sur I\ {zo}. Si

lim f(z) =1

T—x0

existe, alors on dit que f est prolongeable par continuité en zy. On définit
son prolongement sur / comme étant une fonction f :

~ f(x) si @ # 2o
flx) =

l si x=ux

s Example 3.23 Soit la fonction

glw) = ¢ T
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Son domaine de définition est D, = R\ {—2,2}. Calculons les limites de g aux points

x = —2 et x = 2. On peut facilement obtenir
_ 3 _ 3
lime ¢-2+° = lim e (—=*° = (.
z—2 T——2

Donc, g est prolongeable par continuité sur R et son prolongement est

3

e =27 si reR\{-22}

Théoreme des valeurs intermédiaires

Une fonction quand elle est continue sur un intervalle fermé borné de la forme
[a,b], avec a, b € R, elle possede des propriétés particulieres et intéressantes sur
cet intervalle. Le théoreme qui suit est un résultat tres évident et simple a com-
prendre.

Supposons que f soit une fonction continue sur un intervalle fermé
borné [a,b]. Alors, la fonction f est nécessairement bornée sur [a, b].

Ce théoreme est tellement logique qu’il nécessite pas la présentation d’'une démons-
tration.

Par ailleurs, il existe une autre propriété importante des fonctions continues sur
un intervalle fermé borné c’est le théoréme des valeurs intermédiaires.

L’idée de ce théoreme est que lorsqu’une fonction f est continue sur un intervalle
[a, b] elle passe nécessairement par toutes les valeurs entre f(a) et f(b). On énonce le
théoreme.

Supposons que f soit continue sur un intervalle fermé borné [a, b]
et soit M un nombre strictement compris entre f(a) et f(b) :

fla) <M < f(b)

ou
f(b) <M < f(a).
Ainsi, il existe ¢ €|a, b] pour lequel f(c) = M.

Fig 3.15 illustre le théoreme des valeurs intermédiaires. En fait, on remarque que
M et L sont comprise strictement entre f(a) et f(b), comme f est continue sur
[a, b], il y’a forcement une intersection de f avec toutes les droite y = M, ou M est
strictement comprise entre f(a) et f(b).

Le théoreme des valeurs intermédiaires a des applications tres intéressantes. Grace
a ce théoreme on peut montrer 'existence de solutions des équations de la forme
f(z) =0, ou f est une fonction continue. Dans I’exemple suivant on peut voir ceci.
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f(a)

A a c \|\/

FIGURE 3.15 — Illustration graphique du théoréeme des valeurs intermé-
diaires

m Example 3.24 Montrer qu’il existe une solution de 1’équation
4o — 62> +3x—2=0
comprise entre 1 et 2. Pour ce faire, considérons la fonction
f(z) =42 — 62 + 31 — 2,
on calcule f(1) et f(2). En fait,
f)=—-1<0 et f(2)=12>0.

Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, du moment que f est continue
sur [1,2] et que 0 est une valeur intermédiaire de f, alors il existe un ¢ €]1, 2[ tel que

f(e)=0. "

Faisons appel au théoreme des valeurs intermédiaires et montrons
que ’équation
zrsinz +cosz —z2 =0

admet une solution positive et une autre négative. On consideére la fonction

f(z) = zsinz + cosz — z°
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qui est continue et définie sur [—7, w]. De plus, on a,
f(0)=1>0,
f(m)=-1-7%<0,
f(=m)=1-7m%<0.

Par conséquent, il existe a €0, 7| tel que f(a) =0 et b €] — m, 0] tel que f(b) = 0.
D’ou le résultat.

Nous terminons cette partie par la notion de continuité uniforme sur un intervalle.

Continuité uniforme

Jusqu’a présent nous avons vu la continuité ponctuelle d’'une fonction sur un
intervalle I. Plus précisément, la continuité en chaque point a € I. On rappelle que
la continuité d’une fonction f sur un intervalle I est équivalente a

VaeI,Ve>0,3n>0,Ve €Dy : |z—al<n=|f(zx)— fla)] <e.

Dans cette définition, le nombre 7 dépend de € et il peut dépendre aussi de a. Dans
le cas ou le nombre 1 est indépendant de a la continuité devient uniforme sur

1.
Definition 3.4.5 Soit f une fonction dont le domaine de définition contient un
intervalle I de R. On dit que f est uniformément continue sur I dans le cas ou

Ve>0,dn>0,Va,yel : |z—y|l<n=|f(z)— fly)] <e.

= Example 3.25 Montrons que la fonction f(x) = x3 est uniformément continue sur
[0,2]. Soit € > 0 et z, y € [0,2], on a

2° —y?| = |(x —y)(2® + 2y + y°)]
= |z —yl|l2® + 2y + ¢
= (@P+ay+y)|r—y

< (2+©2@)+2Y)z -yl
Ce qui implique que

€
|x3—y3|§12]x—y]<5:|x—y|<E.

Il suffirait de prendre n = % qui ne dépend ni de z ni y. "

m Example 3.26 En revanche, la fonction x — 22 n’est pas uniformément continue
sur R, cela veut dire en langage des quantificateurs :

Je>0,Vn>0,3z,ycR : |z —y|<net |2? —y?| > e
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Pour € < 1 tres petit, z e Ret y = x + g il vient que

n
— ==l <
lz — | ‘2’ n

et
1)\2
|22 — | = |2® — <x+> = [z + 7).
2n
. .. L. .,
Si on choisit x = —, il découle
[2* —y?| = [1+7*| > ¢,
d’ou la conclusion. "

Un autre exemple est proposé.
» Example 3.27 La fonction g(z) = |z| est uniformément continue sur R. En effet,
une propriété de la valeur absolue assure que pour tout x, y € R on a
2] = lyll < |z —yl,
donc il suffit de choisir n = € qui ne dépend ni de x ni y. n
On termine cette partie de continuité par le théoreme de Heine démontré par

Eduard Heine en 1872 qui est tres utile.

Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] est
continue uniformément sur [a, b].

Généralement démontrer la continuité uniforme sur I est une chose compliquée, sauf
que le théoréeme de Heine I'obtient directement quand il s’agit d’un intervalle fermé
borné.

Fonctions dérivables

Dans Fig 3.16, la droite en couleur rouge s’appelle la tangente de la fonction f
au point (zg, f(xo)). C’est la droite qui passe par le point (zg, f(x¢)) et de pente m

définie par
e H@) = f@) | flao+h) — fa)

T—x0 T — X h—0 h

si cette limite existe, mais si elle n’existe pas la droite tangente n’existe pas non plus.

On appelle m la dérivée de f au point x = x( et on dit, dans ce cas, que f est
dérivable au point zg, on note la dérivée de f au point x = zq par f'(xo).

Definition 3.5.1 Soit f une fonction réelle et soit un intervalle I C Dy.
On dit que f est dérivable sur [ si elle I'est en chaque x € I, plus précisément,
si la limite

o F@ )~ f(@)
h

h—0

(3.3)
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m(x — xo) + f(w0)

(o, f(x0))

FIGURE 3.16 — Illustration graphique de la droite tangente de f au point (zg, f(xo))

existe pour tout = € I, on la note par f'(z).

Maintenant, si a tout nombre z € Dy pour lequel la limite (3.3) existe, nous associons
le nombre f’(z), de ce fait nous pouvons considérer f’ comme une nouvelle fonction
appelée dérivée de f.

2

» Example 3.28 Calculons la dérivée de la fonction f(z) = z* sur R.

oy o S+ h) = f(x)
f'(z) = lim 7

h—0

2 .2
— lim (x+h)*—=x
h—0 h

- 2xh + h?
= lim ——
h—0 h

= lim (2x + h)
h—0

= 2.

On peut constater que cette méthode de calculer f/(z) ne marche pas lorsque
qu’il s’agit d'une fonction de forme plus compliquée. C’est pourquoi il est nécessaire
d’apprendre des techniques de calcul plus pratiques. Dans la section qui suit, nous
allons voir des regles pour calculer f/(z).

Regles de dérivation

Ici, nous allons présenter des regles de dérivation qui nous permettent de calculer
les dérivées des fonctions polynomiales, rationnelles, exponentielles et logarithmiques.
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En outre, les dérivées des fonctions trigonométriques et leurs réciproques seront
représentées.
Tableau 3.4 et Tableau 3.5 résument ces regles. La regle de dérivation des

TABLE 3.4 — Catalogue des dérivées de fonctions essentielles

Fonction Dérivée

f(x)=¢, ceR f(x)=0

f(x)=2% a€R f'(z) = az**

flx) =e fi(x) = e’
f(z) =sinz f(x) = cosx
f(x) =cosz f(z) = —sinx

f(z)=log,x, a>0 [f(z)=

TABLE 3.5 — Lois de dérivation

Loi Dérivée
Somme (g+h)=4g+n
Différence (g—h) =4 -1
Produit (gh) =gh+hg
/ ha — W
Quotient (Z) = %

Multiplication par une constante (cg) = cg’, avec ¢ est une constante

Composition (goh)(z)="h(x) g (h(x))

fonctions composées nous permet de déduire d’autres regles qui facilitent encore plus
le calcul, elles sont présentées dans Tableau 3.6 ci-dessous. Nous proposons ci-dessous
un exemple.

m Example 3.29 Calculons la dérivée de

T 6cos3 (x3+22-5)
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TABLE 3.6 — Lois de dérivation des fonctions composées

Fonction Dérivée
Puissance  [(h(x))"] = ah/(x) - (h(a))""
Logarithme [In(h(x))]" = Zéz))

exponentielle (eh(’”))’ = 1/(z) - eh(@)
Sinus [sin(h(z))]" = B'(z) - cos(h(x))

Cosinus [cos(h(z))] = —h'(x) - sin(h(z))

Cette fonction est de la forme /@ avec f(z) = cos®(x® + 2% — 5). En outre,
f(z) = cos*(@” + 2” — 5) = (g(x))’,
ou
g(x) = cos(x® + 2* — 5)
qui elle aussi est de la forme
g(x) = cos(h(x)),
avec h(x) = 2° + 22 — 5. Ce qui implique que la dérivée prend la forme :

fl@)e’@ = 3¢/(x)(g(x))?/@
= —3h'(x) Sin(h(l‘))(g(m))QeﬂiE)

= —3(32% + 2x)sin(2® + 2° — 5) cos® (2 + 2 — 5)60053(I3+x2—5),
]

On peut démontrer certaines limites connues en utilisant la définition de dérivée.

, . sinw S, )
Par exemple, pour démontrer que 111% = 1, on peut la réécrire comme suit
T— €T
sinxz — 0 . sinxz —sin0
lm — =1lim ———
z—=0 1 —0 z—0 z—0

étant donné que (sinz)" = cos z, alors il vient
. sinx —sin0
lim ————— = cos0 = 1.
z—0 x—0
D’ailleurs, on peut utiliser le méme raisonnement pour démontrer que

et —1
lim =
z—0 x

1

(Pétudiant est invité a le faire a titre d’exercice).
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Dérivée d’ordre supérieur et formule de Leibniz

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que si f est une fonction dérivable
sur un intervalle I de R, alors sa dérivée est une fonction notée f’. Maintenant, si f’
est aussi dérivable sur I, sa dérivée s’appelle dérivée seconde de f, on la note par
f//.

D’une maniére générale, la dérivée n éme ou la dérivée d’ordre n, notée £, est
la fonction obtenue apres avoir effectué n dérivation successives, bien stir a condition
que la dérivation est possible.

Par exemple, calculons la dérivée d’ordre n de la fonction x — sinz. En fait,

(sinz) = cosx

(sinz)” = (cosz) = —sinz

(sinx)”

= (—sinz) = —cos .
On en déduit,

5)

(sinz)® =sinz, (sinz)® = —cosx...

Nous généralisons le résultat, pour tout n € N* :
(sinz)®"2) = cos ,

(sinz)Br=Y = —sin,

(sinz)B) = — cos x.

La proposition qui suit présente la formule de Leibniz qui permet de calculer la n
eme dérivée d'un produit de deux fonctions. Celle-ci est présentée dans la proposition
suivante.

Soient f et g des fonctions qu’on peut dériver n fois et on dit
qu’elles sont n fois dérivables sur un intervalle I C R. Ainsi, la fonction f g est aussi
n fois dérivable et sa dérivée est donnée par la formule de Leibniz suivante

(fg)™ =3 clf®gn=h = N cF pin=h gkl (3.4)
k=0 k=0
avec
Ko n!
C = kl(n —k)!

et par convention f(© = f.

m Example 3.30 Soit la fonction h(z) = z"e” pour n un entier naturel. Appliquons la
formule de Leibniz :

Z ch(k)g(n—k)
k=0
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avec f(x) = 2" et g(x) = e”. Donc,
= Rk !

= (n—k+1)2(n—k+2)? - (n—1)*n?
= ez ;;) oy :

Voici un exercice d’entrainement pour tester les connaissances.

1. Soit f une fonction dérivable en a ou a > 0, exprimer la limite

suivante
i £@) = £(@)

z=a lnx —Ina

en fonction de f’(a). En effet,
SIS @) - f@) 2

z—a lnx —Ina r—a z—a Inz—1Ina

(o f@)=fla)) (. T—a
N <9101—I>I}b r—a >(;fll>%1nx—lna)

(o f@) = fl@)) (. T—a
N <9101—I>I}b Tr—a >(}»‘%lnx—lna)

= af'(a).

2. Etudions la dérivée de ¢ une fonction définie par

1

sin x sin () six #0,
T

g(z) =

0 six =0.

Pour = # 0, un calcul direct nous emmene a

, i 1 sin x 1
g'(z) = cosxsin <) - cos <> .

T T2 T

Au point 0 la dérivée n’existe pas. En effet,
v 1 J(@) = f(0)
£(0) = lim=—-—/
o o 1
sin z sin (=
= lim 7(:”)
z—0 €T
qui n'admet pas de limite étant donné que

.. (1
lim sin ()
x—0 €T

n’existe pas comme cette fonction oscille au voisinage de zéro.



84 Chapitre 3. Fonctions d’une variable réelle

3. Exprimer la limite suivante

V2
bty =
ZC—)Z ap = Z

sinx —

comme dérivée, ensuite calculer sa valeur. Allons y

 sinz — % ~ sinz —sin (%)
hngT s = hngr —
=7z I 1 T T 1

- )

V2

z\™ 1
4. Démontrer que liﬁm (1 + ) = ¢e”, pour tout z > 0. On pose a = —, par

conséquent

lim (1 + x> = lim (1 + ax)
n—o0 n a—0

Q=

1
= limexp ( In(1+ a:z:))
a

a—0
In (1
= limexp (3: aild aa:))
a—0 ax

= exp|xlim|—F] | =¢€".
a—0 ax

Maintenant, on va mettre la lumiere sur de nouvelles fonctions qui sont les inverses
des fonctions trigonométriques.

On rappelle un résultat en algebre qui dit que si f : EF — F est une application
bijective, alors elle est inversible et son inverse f~! : ' — E telle que

(flof)(x)=x2, Vo €FE

et
(fof Wy =y, VyeF.

On rappelle aussi que si une fonction est continue et strictement monotone sur un
intervalle I, elle est inversible sur cet intervalle.

Inverses des fonctions trigonométriques

Dans Fig 3.17-(a), on peut voir que la restriction de sin x suivante
sin : [—g, g} — [-1,1]

x — sinx
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est continue et strictement monotone, donc bijective. La fonction réciproque de
cette restriction est appelée fonction arcsinus et notée arcsin ou sin~! :

arcsin : [—1,1] — [—g,g}
T —— arcsinz

vérifiant

Vo € [—-1,1] : arcsinx = y <= siny =z, avec y € [—;, ;T] .
(Voir Fig 3.17 -(b)). Plus précisément, pour un x € [—1, 1], arcsin = représente ’angle
Yy € [ z ”} pour lequel siny = x. Par exemple,

T 202

) T

arcsin — = —

2 6

et

V2 o7
arcsin — = —.

2 4

D’autre part, la restriction de cos x
cos : [0,7] — [-1,1]
T —> COST
est bijective, sa fonction inverse est appelée arc cosinus et notée arccos :
arccos : [—1,1] — [0, 7]
x > arccos
(voir Fig 3.17 -(c) et (d)). De la méme maniere que pour arcsin, on a

Vo € [—1,1] : arccosz =y < cosy = x, avec y € [0, 7).

7
Par exemple, arccos — = 3
Enfin, la restriction de x +— tan z suivante
B
tan : } 5 2[ — R
T — tanx

est bijective et sa fonction inverse est appelée arc tangente et elle est notée par
arctan (voir Fig 3.17-(e) et (f)). De plus, on a

T
Vr e R : arctanx =y < tany = x, avecyE}—Q,Z{.

T
Par exemple, arctan 1 = 1
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Les fonctions arcsin, arccos et arctan admettent des dérivées définies par les
expressions suivantes

1

(arcsinz)’ = i re]—1,1],
1
(arccos )" = i r €]l —1,1],
1
(arctanz)’ = T2 zr €R.

En regle générale, si une fonction f est bijective et dérivable sur un intervalle I C R,
alors sa fonction réciproque est dérivable et sa dérivée est donnée par cette expression

pour tout x € I, avec f'(f*(x)) # 0.

s Example 3.31 En utilisant la regle de dérivation des fonctions composées et de
fonction arc sinus déterminons la dérivée de

f(x) = arctan (1n(a:2 + 1))
Clairement f(z) = g(h(z)), avec
h(z) = In(2® + 1)

et
g(x) = arctan x.

Il en résulte que
fl@) = W(x)g'(h(z))

1
In(z? +1))2

= (@ +0)

2x
(z* +1) 1+ (In(z? + 1))?]

m Example 3.32 Calculons par deux méthodes la dérivée de la fonction x — v a2 + 1.
Tout d’abord, en utilisant la dérivation des fonctions composées on obtient

2 1 /
(x2+1)’:(x+): A
W2 +1 Va2 +1
D’autre part, on peut voir la fonction z + y/z comme la réciproque de f(z) = z? sur

intervalle [0, 00) (voir Fig 3.18). Ainsi, il s’agit de calculer la dérivée de f~!(g(x)),
avec g(x) = x? + 1. Par conséquent,
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(a) Graphique de = +— sinz sur

)

_g g] (b) Graphique de x + arcsinx sur [—1,1]

(¢) Graphique de x +— cosx sur [0, 7] (d) Graphique de x + arccos z sur [—1,1]

(e) Graphique de x +— tanx sur

279

u [ (f) Graphique de = — arctanx sur | — oo, +00|

FIGURE 3.17 — Représentation graphique des fonctions trigonométrique et leurs

inverses
et
) = Fry ~ v
d’ou
U e) = s = s
Finalement,
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m(z) =z

17 x

FIGURE 3.18 — Illustration graphique de x — /x et = — z?

Un autre type de fonctions qui apparaissent largement dans la pratique sont les
fonctions hyperboliques.

Fonctions hyperboliques et leurs inverses
Le sinus hyperbolique (sinh), le cosinus hyperbolique (cosh) et la tangente hyper-
bolique (tanh) sont définies par les expressions suivantes

x —X

) e’ —e
sinhx = —
et +e*
coshx = —
sinhx e*—e™®
tanh x = =

cosh et 4 et

Les représentations graphiques de ces fonctions sont données dans Fig 3.19.
La fonction sinus hyperbolique est continue strictement croissante sur R, donc
bijective. Ainsi, elle admet une fonction inverse notée arg sinh ou

sinh™" 'R — R
donnée par ’expression
argsinh(z) = In(z + V1 + 22).
En outre, sa dérivée est définie comme suit

! 1

(argsinh(z)) = <ln(x +V1+ x2)) i
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coshx

tanh 2

sinh z

FIGURE 3.19 — Représentions graphiques de sinh z, cosh x et tanh x

La fonction cosinus hyperbolique est continue strictement croissante sur [0, +o0],
donc bijective. Elle admet une fonction inverse notée arg cosh ou

cosh™ : [1, +00[— [0, +oo]
donnée par 'expression

argcosh(z) = In(z + Va2 — 1).

Ensuite, sa dérivée est définie par
/ 1
2 —1

(arg cosh(z)) = (hl(:L‘ + Va2 — 1))

Finalement, la fonction tangente hyperbolique est continue strictement croissante sur
| — 1, 1], donc forcément bijective. Elle admet une fonction inverse notée arg tanh ou

tanh ™' ;] — 1,1[—] — 1,1]

donnée par ’expression

1 1
arg tanh(x) = gln ( + :v) :

11—z

Sa dérivée est comme suit

(argtanh(z)) = (;ln <1+x)>, =7 —1:1:2'

1—=x

Questions de cours
Regarder si les propositions suivantes sont vraies ou fausses en justifiant les
réponses.
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. La droite x = 1 coupe le graphe d’une fonction au plus une fois.
. Toute fonction périodique est soit paire ou impaire.
. Si une fonction est périodique et continue sur R, alors elle est bornée.

. Toute fonction réelle est croissante ou décroissante sur R.

. lim 2 — lim 4 :lim( 2 4 )

x—2_at—2

=2 1 — 2 =2 — 2 z—2

. Du moment que f et g sont des fonctions continues sur R, alors automatique-

ment

lim(f(x)g(x)) = F(2)g(2)

. Si f est continue en a, alors elle est dérivable en a a.

Solution :

1. Vraie. Car si x = 1 coupe le graphique en deux points cela veut dire que xz = 1

admet deux images par la fonction f ce qui contredit la définition d’une fonction.

2. Fausse. On consideére par exemple la fonction

f(z) =sinx + 1
qui est périodique, mais elle n’est ni paire ni impaire, puisque

f(—=z) =sin(—z)+ 1= —sinz + 1.

3. Vraie. Car si f est continue et périodique de période T', en plus elle est définie

sur I’ensemble R tout entier, alors sur [0, 7] elle est nécessairement bornée,
c’est a dire il existe M > 0 tel que

Ve e [0,T] : |f(z)| < M.

De plus, tout = € R on peut I'écrire comme x = y + mT, avec y € [0,7T] et
m € Z. Etant donné que f est périodique, alors

1f(2)] = |fly +mT)| = |f(y)| < M.

. Fausse. Comme contre exemple, nous proposons la fonction

1

[ —
zt+1

qui est croissante sur | — 0o, 0] et décroissante sur |0, col.

. Fausse. En fait, la limite de la différence est égale a la différence des limites,

dans le cas ou ces limites sont finies ce qui n’est pas le cas ici.
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6. Vraie. Car si f et g sont continues sur R, alors fg est aussi continue sur R.
Il en résulte que, la limite de fg en & = 2 est égale a (fg)(2) = f(2)g(2).

7. Fausse. Par exemple, la fonction de valeur absolue

qui est continue en 0, sauf qu’elle n’est pas dérivable en 0.
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[4. Des applications de la dérivée

Dans le chapitre précédent, nous avons appris les regles de dérivation de tous les
types de fonctions. Ainsi, nous sommes en mesure d’étudier des applications de la
dérivée.

Le calcul de la dérivée est largement utilisé dans les problemes d’optimisation. En
fait, 'optimisation est une branche mathématique qui consiste a trouver la meilleure
facon, autrement dit la fagon optimale, de faire quelque chose. A titre d’exemples,
nous proposons ces deux problemes :

» Probléme 1 : Dans une usine, pour fabriquer des boites de conserve on a

besoin de savoir quelles sont les dimensions optimales d'une boite qui minimise
son cotit de fabrication. Plus précisément, on doit choisir les meilleurs dimen-
sions d’une boite a conserve afin de minimiser son cofit.

Probléme 2 : Le prix de sucre blanc aux états unis entre 1993 et 2003 est
donné par une fonction de la forme :

S(t) = —at® + bt* — ct® + dt* — ft+ g,

oua, b, ¢, d, f, gsont des nombres réels strictement positifs fixés et ¢ représente
le temps en année. En quelle année le sucre est moins cher ? et quand est ce
qu’il soit le plus cher?

Pour résoudre ces probléemes on peut les ramener a la détermination des valeurs
maximales ou minimales d’une fonction. Au cours de ce chapitre, nous allons appliquer
la dérivée pour connaitre le maximum et le minimum d’une fonction.
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Valeurs maximales, valeurs minimales et théoreme de Rolle

Nous commengons par définir ¢’est quoi un maximum et un minimum d’une
fonction sur un intervalle /.

max
global

min
global

f(a)

(a) Maximum global de f sur D (b) Minimum global de f sur D

FIGURE 4.1 - Maximum et minimum global d’une fonction sur son domaine
de définition

Definition 4.1.1 Soit f une fonction définie sur D, soit a € D, on dit que f(a) est le:

» maximum de f sur D, si pour chaque € D, nous avons f(x) < f(a), on
note

fla) = max f(z),

zel

» minimum de f sur D, si pour chaque = € D, nous aurons f(z) > f(a) et
on note

f(a) = min f(z).
Dans Fig 4.1-(a), f(a) est le maximum de f sur son domaine de définition, c’est a
dire la plus grande valeur que f atteint. De fagon similaire, Fig 4.1-(b) montre le
minimum de f qui est la plus petite valeur que f atteint.

Une autre appellation du maximum est maximum global. De méme, le
minimum s’appelle aussi minimum global.

Cependant, on parle d’'un minimum local lorsque ce minimum le soit seulement dans
un voisinage d’un point, de méme un maximum local est celui qui est la plus grande
valeur d’une fonction au voisinage d’un point.

Fig 4.2 illustre ceci, la fonction atteint des minimums locaux aux points a, ¢, e et
g et des maximums locaux aux points b, d, f et h. Mathématiquement, les définitions
de minimum local et de maximum local sont données comme suit.
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y [ J

a
S PP I SN T— ‘i _— ¢ — J: —lo—ed-go—ollol—%,
I I, I3 0 1y I; Iy I; I

FIGURE 4.2 — Minimums, maximums locaux

Definition 4.1.2 Soit f une fonction définie sur D, soit a € D, on dit que f(a) est
un :

» maximum local de f sur D, s’il existe 0 > 0 pour lequel chaque z € D
vérifie
[z —al <6 = f(z) < f(a),
» minimum local de f sur D, s’il existe 6 > 0 pour lequel chaque = € D
satisfait a

lt —a| <d= f(x) > f(a).

Dans Fig 4.2, on peut voir certains minimums locaux de f aux points x = a, x = c,
r = e et x = g, et certains maximums locaux aux points z = b, vt = d, v = f et
x = h.

On remarque que les tangentes de f aux points a, b et ¢ sont paralleles a ’axe
des x. Rappelons que la pente d'une tangente en un point est donnée par la dérivée
en ce point et comme les tangentes aux points a, b et ¢ sont horizontales, alors la
dérivée en ces points est nulle. Le théoreme de Fermat confirme ceci.

Si f admet un maximum ou un minimum local en a, et de plus elle
est dérivable en a, alors forcément f'(a) = 0.

Le théoreme de Fermat est une implication, donc si f’(a) = 0 on ne peut pas dire
que f atteint un minimum ou maximum local en a.

Par exemple, la fonction f(z) = 23, on a f’(0) = 0, or f(0) n’est ni minimum
local ni maximum local de f (voir Fig 4.4-(a)).

D’autre part, une fonction peut admettre un maximum ou un maximum local en
un point sans qu’elle soit dérivable en ce point. Comme par exemple, f(z) = |z| qui
n’est pas dérivable en 0 mais atteint un minimum en 0 (voir Fig 4.4-(b)).
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f y

Qi =mmmmmm -
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FIGURE 4.3 — Illustration du théoréme de Fermat

y

y = lz|

(a) f'(0) = 0 mais, f n’admet (b) £(0) est un minimum de f,

ni maximum ni minimum en 0 mais f'(0) n’existe pas

FIGURE 4.4 — Quelques cas ou les conditions d’application du théoreme de
Fermat ne sont pas vérifiées

Maintenant, considérons une fonction continue sur un intervalle fermé borné
[a, b] et supposons qu’elle soit dérivable sur |a, b, si f(a) = f(b), alors logiquement
on a ces possibilités :

» f est constante sur [a, b]

» ou bien f remonte apres descend, autrement dit elle admet un maximum sur

[a, ]
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» sinon f descend ensuite remontre, c’est a dire elle admet un minimum sur [a, b],

» enfin, f remonte et descend plusieurs fois, donc elle admet plus qu'un minimum
et maximum locaux.

Dans les cas précédents, la fonction f peut étre constante ou bien elle admet au mois
un minimum ou un maximum local. De plus, puisque f est supposée dérivable sur
la,b[ et en raison du théoreme de Fermat certainement il existe ¢ €|a, b[ vérifiant
f'(¢) = 0. Ainsi, nous énongons le théoreme de Rolle.

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] de
plus elle est dérivable sur |a, b[ telle que f(a) = f(b). Alors assurément il existe
¢ €la, b satisfaisant a f'(c) = 0.

s Example 4.1 Montrons que la dérivée de
P(z) = 5x* —4a® + 2* — 20 + 1

s’annule au moins une fois sur |0, 1[. En fait,

donc d’apres le théoreme de Rolle il existe au moins ¢ €]0, 1] tel que P'(¢c) =0. =
s Example 4.2 Soit la fonction

sinx + cosx
1 4sin?x

fx) =

Montrons que pour tout a € R il existe un ¢ €la, a + 27| pour lequel f'(c) = 0.
En effet, pour chaque a € R nous avons

sin(a + 2m) + cos(a +2m)  sina +cosa
1+ sin?(a + 27) ~ 14sin?a

fla+2m) =

Ainsi, grace au théoreme de Rolle il existe un ¢ €|a, a + 27| pour lequel f'(c) =0. =

Présentation du théoréme des accroissements finis

Allons considérer une fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Donc,
la fonction G définie par ’expression
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et

a) = 1) - =IO oy~ ga)

En raison du théoréme de Rolle, il existe un ¢ €la, b pour lequel G'(c) = 0, ce

équivalent a
P TOZI@ o gy 1O =S

Ce raisonnement est une démonstration du théoréme des accroissements finis.

Le théoreme des accroissement finis a été énoncé la premiere fois par Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813), né en Italie. Il est un mathématicien, mécanicien
et astronome. Il a contribué énormément a la théorie des nombres, au calcul de
variations et en mécanique des fluides il a introduit le concept du potentiel de vitesse
en 1781.

Supposons qu'une fonction f soit continue sur un intervalle fermé
borné [a, b] et de plus elle est dérivable sur |a, b[. Par conséquent, il existe ¢ €]a, b]

tel que
f(a) — f(b)
/ R
f (C) _ b—a .
La droite qui passe par les points (a, f(a)) et (b, f(b)) est définie par 1’équation

@ f0) | S fa)
 a-=b a—>b )

donc sa pente est
fa) — f(b)
a—b
Ainsi, le théoreme des accroissements finis s’explique par le fait qu'il existe un ¢ €la, b|
pour lequel la tangente de f au point (¢, f(c)) a la méme pente que la droite qui
passe par les points (a, f(a)) et (b, f(b)) (voir Fig 4.5). Dans ce qui suit, nous traitons

y

(¢, f(e))

FIGURE 4.5 — Illustration du théoréme des accroissements finis

deux exemples qui sont des applications du théoreme des accroissements finis.
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m Example 4.3 En faisant appel au théoreme des accroissements finis, montrons que
pour tout ¢ > 0 :

arctant >

2+1
Considérons la fonction f(z) = arctanx qui est continue et dérivable sur R, en
particulier sur chaque intervalle de la forme [0, ¢], avec ¢t > 0.
Le théoreme des accroissements finis implique qu'il existe ¢ €]0, ¢[ satisfait a

f(t) — £(0)
/ JE—
flo) = ==
ce qui implique que
1 _arctant — arctan 0 _arctant
14+¢2 t—0 ot

De plus, 0 < ¢ < t donne
l<+1<t?+1

d’ou
1 < ! <1
14+t2 142 '
Etant donné que
arctant B 1
t 142
On obtient
1 arctant
< <1
1+ ¢2 t
c’est a dire
arctant > ——.
1+ t2
D’ou le résultat voulu. n

m Example 4.4 En utilisant le théoreme des accroissements finis, établissons que pour
chaque z > 0 :

1 1
| 1) —1 —.
$+1<n(:v+ ) n(:z:)<x

En effet, soit la fonction f(z) = Inx qui est continue et dérivable sur R , en particulier
sur chaque intervalle de la forme [z, 2 4 1], avec 2 > 0.
Le théoreme des accroissements finis implique qu'il existe ¢ €|x, x + 1] satisfaisant

HOE f(a:;;li : i(x) — i =In(z + 1) — In(x).

Par ailleurs, vu que x < ¢ < x + 1 il vient

a

1 1 1
< < —.
1+2x c T

Comme

In(x 4+ 1) — In(z) = i,
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on déduit que pour tout z > 0

1 1
1 <1n(:c+1)—ln(x)<;.

Parmi les applications tres intéressantes du théoreme des accroissements finis est
I’étude de la croissance ou décroissance d’une fonction sur un intervalle.

Supposons qu’une fonction f soit dérivable sur un intervalle I.
Alors :

» si f/(z) > 0 pour chaque = € I, f est strictement croissante sur /I,

» en revanche si f'(x) < 0 pour chaque x € I, f est strictement décroissante
sur I.

Démonstration. Soient x1, xo € I tel que 1 < z5. En appliquant le théoreme des
accroissements finis sur [z, z5], il existe certainement un ¢ €|xq, xo[ pour lequel on a

flz2) = f(z1)

To — X1

f'(e) = = f(x2) = f(a1) = f'(e) (w2 — 21).

Comme x5 — 1 > 0, alors si f'(x) > 0 sur I, on déduit que

f(xa) — f(x1) >0,

d’ou la croissance de f sur I. En revanche, si f’(z) < 0 sur I, on obtient

f(za) — f(z1) <O,
ce qui implique la décroissance de f sur [. [ |

» Example 4.5 Démontrons que tanz > x pour tout = €]0,7/2[. On peut considérer
la fonction

f(z) =tanz — .
La dérivée de f est donnée par

fa) = —

1
cos? x

1 —cos’zx

cos? x

sin? x

cos? x

qui est strictement positive sur z €]0, 7/2[. Ainsi, f(z) > f(0) donne
tanz —x > tan0 — 0 = 0.

D’ou le résultat. n
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= Example 4.6 Etablissons par récurrence que pour chaque z > 0 et n € N :

r>1+ +m2+x3+ +xn
Counsidérons la fonction
2 28 "

fn<x):e$—1—x—§—§ ..... g

Dong, il suffit d’établir que f,,(z) > 0 pour tout z > 0. Etant donné que pour n = 0,
on a

folz) =€ —1,
d’ou fi(x) = e* > 0, pour tout x > 0. Supposons par récurrence que f,(z) > 0 et
montrons que f,41(x) > 0.

N 1:2 $3 " Q;n+1
Jam(@) =€t =L@ =op =g = = Or =
La dérivée de f,.1 s’obtient comme suit
2 n—1 n
' — et 1_9f 3t x
Jam(@) = e =1=25 =35 e U P
2 2P "
— ex — 1 — = — — — — . — P
213l n!
= fu(z) >0.
Ce qu’il fallait démontrer. "

Représentation de la regle de I’hopital

Lorsqu’une limite

0
admet une forme indéterminée du type ik Si a et [ sont des fonctions dérivables au

voisinage de a, alors
a(z o (x
lim —( ) = lim (z)
T—a ﬁ(fﬂ) T—a BI(.T)
ce qui pourrait enlever la forme indéterminée. Cette technique s’obtient a partir de
la regle de I'hopital :

Soient f et g deux fonctions dérivables avec ¢'(x) # 0 au voisinage
de a (sauf peut étre en a). Si la limite

f (=)

lim
T—ra g (aj)

existe

0 00 "(x
est une forme indéterminée du type — ou —, alors si la limite lim (=)
0 oo v g (x)
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ou elle est infinie, on a

@) ()
(@)~ ge)’

La reégle de 'hdpitale reste vraie si au lieu de # — a nous avons x — a®™ ou z — a~.

Aussi, elle vraie dans le cas ou © — 00, il suffit que les conditions nécessaires soient
sin x

vérifiées. Par exemple pour la limite connue lim = 1 on a dans Fig 4.6.

z—0

FIGURE 4.6 — Illustration regle de I’hopital
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5. Développement lim

Les fonctions polyndémiales sont les plus faciles a manipuler et a étudier. Dans
la physique, on cherche a approximer une fonction par un polynéme au voisinage
d’un point qui nous intéresse. Cette opération s’appelle développement limité d’une
fonction au voisinage d’un point qui consiste a écrire la fonction en question sous la
forme de la somme d’un polynome et d’un reste négligeable au voisinage du point
considéré. Ce chapitre est consacré a 1’étude de développement limité des fonctions
avec quelques applications a la fin.

Formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young permet d’écrire une fonction au voisinage d’un point
sous la forme d’'une somme d’un polynome et d’un reste. Mais avant toute chose
nous présentons la définition d’une fonction de classe C™ qui est nécessaire au cours
de ce chapitre.

Definition 5.1.1 Soient I un intervalle ouvert de R et f une fonction réelle
f:I—=R:

» Lorsque f est continue, on dit qu’elle est de classe C°.
» Si f et f’ sont continues sur I, on dit que f est de classe C!.

» Si f est continue, en outre si f’ et f” existent et elles sont continues sur I,
on dit que f est de classe C2.

» En général, pour n € N* on dit que f est de classe C" si elle est n fois
dérivable et la n eme dérivée f(™ est continue sur 1.
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» A la fin, on dit que f est de classe C* lorsqu’elle est infiniment dérivable.

Enoncons le théoréme Taylor-Young suivant :

Soit f : I — R une fonction de classe C" et soit a € I. Ainsi pour
chaque x € I nous avons

(g () (g
@ = 1@+ @ -a)+ T Ve Ty
+(x — a)"e(x).
(5.1)
c’est a dire -
f@) =3 0@ - ap 4 (@ - a)e)
k=0 ° R ()
Ty (z)

avec €(x) tend vers 0 quand x tend vers a.

T, (x) s’appelle la partie polynomiale ou réguliére de Taylor. R, (x) est le reste
de Taylor. On appelle (5.1) la formule de Taylor-Young de f & l'ordre n au point a.

m Example 5.1 Soient f(z) =1In(1+ z) et I =] — 1, +o0]. La fonction f est de classe
C*> sur I. Déterminons la formule de Taylor-Young de f a l'ordre n au point x = 0.
Vu que,

fle) = 1= 0 =1=0,

F'@) =~ = O =—1= -1,
19@) = s = 10 =22,
@) =~ fx)4 FI(0) = 6= 3!
@) =g i4x)5 — f®(0) = 24 = 4!

En généralisant ceci, on obtient

(n —)Y(=1)~1
(1+x)"

F () = = f(0) = (-1)" ' (n - 1L
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Par conséquent, la formule de Taylor est donnée par

In(1+2) = i(—l)k_l(k: —1)! (z ;!O) + (z —0)"e(x)

k=1
2 23 2t "
— oz -7 L. _1 n—1< n
Tty -t +(—1) n—i—acs(x),
avec (x) — 0 quand z — 0. ]

Formule de Taylor-Lagrange

Le reste de cette formule est différent a celui de la formule de Taylor-Young.
Ci-dessous le théoreme de Taylor-Lagrange

Considérons une fonction f : I — R de classe C"*! et soit a, € I.
Ainsi, il existe forcément un ¢ € I entre a et x vérifiant

(g () (g
F@) = f@)+ f @@ -0+ T D@ T ay
f(n+1)(a) r — a)" !
(n+1)! ( )
(5.2)
c’est a dire
& fR(a) F* (a) ntl
I () —I;:)O X (w—a)k‘f'm(w—a) B
Tn(z) Ry ()

» Example 5.2 Soit la fonction f(z) = sinz, elle est définie et de classe C*> sur R.
Allons déterminer le développement de Taylor-Lagrange de f au point 0, alors

£(0) = sin(0) =0,

f'(x) = cose = f'(0) = 1,

(@) = —sinz = ["(0) =0,
fO(2) = —cosz = fP(0) = -1,
f@(2) =sinz = f9(0) =1,
fO(@) = cosz = fP(0) = 1,

fOz) = —sinz = f©(0) = 0.
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On remarque que

f(2k+1) (l‘) —

(=1)F cosz = fE+D(0) = (—1)*

P (z) = (=1)ksinz = f®P(0) = 0.

Il en résulte que si n = 2m, alors

m—1 -1 k
sinx = Z 7( ) 2k 4

= (2k+1)!

sinonsin=2m+1,on a

m -1 k
Sinx — Z ( ) .T2k+1 +

22k + 1)

avec ¢ est un réel compris entre 0 et x.

m Example 5.3 Allons refaire I'exemple de logarithme pour la formule de Lagrange.

(—1)™ o5 gy
(2m + 1)!

(_1)m+1 sin ¢ 2m—+42

(2m + 2)!

La partie polynomiale reste la méme mais le reste change.

R, ()

La formule de Taylor-Young et celle de Taylor-Lagrange ont la méme partie
polynomiale, mais les restes sont différents. En fait, la formule de Taylor-Young
ne donne pas une information sur le reste a part qu’il tend vers 0 quand x
tend vers a, or la formule Taylor-Lagrange offre un encadrement du reste. Par
ailleurs, la formule de Taylor-Young exige que f soit de classe C™ quand il
s’agit d’un développement d’ordre n, mais celle de Taylor-Lagrange nécessite

")

CES "
n!(_1)nxn+1

(1+ o i(n+ 1)!
(_1)nl.n+1

(14t (n+1)

que f soit de classe C"t1.

9

Maintenant soient 77 (x), To(x), T3(x) et Ty(x) les polynomes de Taylor associés a la
fonction f(x) =1In(1 + x) au voisinage de 0 :

Ti(x) =z,
Tz(x):x—l;,
Tg(l’):l’—;—f—l;,
T4(x)—x—22+a§—f
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Dans Fig 5.1, on remarque qu’au voisinage de 0 plus n est grand plus le polynéme
de Taylor s’approche de f. Cela veut dire que l'ordre élevé de polynéme de Taylor
donne une meilleure approximation de f au voisinage du point considéré.

T (z) In(1+ x)

-

FIGURE 5.1 — Graphique de f(z) = In(1 4 z) au voisinage de 0 et les quatre premiers
polynémes de Taylor

Développement limité au voisinage d’un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction.

Definition 5.3.1 Soit a € et n € N. On dit que f admet un développement limité
(DL) au point a a l'ordre n dans le cas ou il existe ¢, ¢1, ¢2, . .. ¢, et une fonction
e : I — R qui pour chaque x € I satisfait a

f(x) =co+ci(x—a)+ca(x—a)’>+---+cu(x —a)" + (z — a)"e(x),

avec £(z) — 0 lorsque © — 0.

f*(a)

k!
Du moment que f soit de classe C™ sur I, alors le DL qui vient de la formule de

Taylor-Young est donné par

Les formules de Taylor nous permettent d’obtenir un DL en posant ¢, =

f/l<a>
2!

f(@) = f(a) + f'(a)(x —a) + (x—a)’+ -+

Si a = 0 la formule de Taylor s’appelle développement de Maclaurin.

» Example 5.4 Déterminons DL de f(z) = cosx au voisinage de 7/2 & l'ordre n = 5.
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En effet,

avec e(z) — 0 lorsque v — 7. ]

DL des fonctions usuelles au voisinage de 0

Ci-dessous un catalogue de DL au voisinage de 0 des fonctions les plus utilisées.

2 22'3 n

e$:1+%+%+§+“-+%+x”5(:ﬁ)

cosT = 1—?—i—ﬁ—---—i—(—l)”é:)!—i—x%“a(:c)
Smx_i_§+§_”'+<_1)n(2fil1)! " e(a)
ln(l—i—x)—x—x;—i—x;—Jj—i—~--—i—(—1)"1i;+x”€(x)
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1 D —2 ) D R |
(1+x)°‘:1—|—ozx—l—a<a2' )x2+&(a 3)'(04 ):B3+---+a(a Joola=n+ ):E”+:B"5(:v)
! ! n

r 1, 1-3 o 1-3.5-(2n-3)
\/1—|—x—1—|—§—§m + 55 3¢ + -+ (=1) TR z" 4+ x"e(z)
1+x:1—x+x2—x3+---+(—1)”x"+x”5(x)
1+x=1+x+x2~l—m3+x”+x"5(1’)

x? ! a?" 2n+1
coshx:1+§+ﬁ+~~+w+x e(x)
' . 2t -

Unicité d’un DL

Dans cette partie, nous allons démontrer que si une fonction f : I — R, ou [
est un intervalle ouvert de R, admet un DL au voisinage d’un point a € I, alors
nécessairement ce DL est unique. Supposons par I'absurde que f admet deux DL
au point a donnés par les formules suivantes

f(x)=cotc(r—a)+c(r—a)l+ - +clr—a) + (v —a)e(z),

f(x)=dy+di(z —a) +dy(z —a)* + - +dp(z —a)" + (x — a)"es(2),
avec ¢; et d; sont des réels pour i =0,...,n et
e1(z) — 0, e9(x) — 0
lorsque x — a. Ce qui implique que
(co—do)+(c1—dy)(x—a)+- -+ (ch—dy)(x—a)"+(x—a)"(e1(x) —e2(x)) = 0. (5.3)
On remplace x = a dans (5.3), on obtient ¢y = dy. Apres avoir diviser I’égalité (5.3)
par (z — a), on obtient

(cr—dy)+(ca—da)(w—a)+---+(ch—dp)(x—a)" '+ (z—a)" ey (z) —e2(z)) = 0.

En prenant z = a dans I’équation précédente, on déduit que ¢; = d;. D'une fagon
similaire on obtient
Ca=dy, c3=d3,..., Cpo1=dp 1.

Enfin,
(cn —dn) + (e1(z) — £2(2)) = 0
pour tout x € I. Par passage a la limite quand x — a, on obtient ¢, = d,,. Ainsi,

e1(r) —eg(x) =0, Vo el

ceci implique que €; = €5. Ce qui achéve notre démonstration.
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Les principales propriétés du développement limité

Dans cette section, on va présenter les propriétés nécessaires a connaitre pour le
DL au voisinage de 0.

Somme et produit
Soient les fonctions m : [ — R et [ : I — R, ou [ est un intervalle ouvert de
R qui ont des DL au point 0 d’ordre n donnés par

m(r) = ap + a1z + apr® + -+ + " + 21 (2),

Uz) = Bo+ iz + Boa® + -+ + Bua” + 2"es(x),

avec €1(z) — 0, e9(2) — 0 quand x — 0. Alors, la fonction m + [ possede un
DL au point 0 d’ordre n donné par I’expression :

(m+1)(x) = (aw+Po)+ (14 1)z+ (2 +Ba) 2+ - -4 (0 +5n) 2" + 2" (e1(2) + £2(x))
e(z)

et il est clair que (z) — 0 quand z — 0.
D’autre part, la fonction m x [ possede un DL a l'ordre n au voisinage de 0 donné
par
(m x 1) = Ty(x) + 2"e(x)

ol
To(z) = (g + 1 + ana® + -+ + 2™ (Bo + 1z + fox® + - -+ + Bpa™)

ceci en prenant uniquement les coefficients des monoémes de degré < n, le reste des
termes on l'introduit dans le reste e(x) qui tend vers 0 quand = tend vers 0.

» Example 5.5 Déterminons le DL de la fonction f(x) = e”sinz a l'ordre 5 au point
0. On commence par écrire le DL des fonctions e* et sinz a 'ordre 5 au voisinage

de 0 :
2 3 g4 45

b1, %7
C=ltgtytyty +g+x81()
mr =2 - L )
sinz = — — —+x
13 sl ?
ou 1(z) — 0, eo(2) — 0 quand = — 0. Il en résulte que
. 1+x+x2+x3+x4+x5 T x3+x5 N (2)
e'siney = — —+—=||=—-= 2Pe3(x
TR TR TRV TR T A G TR TR ’
P P R S R
S gttty E+3+I+m4()
2P
= ZE+[E +§—ﬂ+$54()

avec e4(x) — 0 lorsque z — 0. .
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» Example 5.6 Déterminons le DL de g(z) = (1 +In(1+ z))? a I'ordre 4 au voisinage
de 0. Avant toute chose on sait que

2 .1'3 £C4

1+In(1 =14+z—"—4+> " 47 :
+1In(1 + z) + 2+3 4+£B€1(:B)

En outre,

(1+In(1+2))* = (1+In(l+2)(1+In(l+2))

r? oz 2t 2 xd 2t A
T N R
<+x 5 T3 4><+az 5 T3 4>+x52(:c)

2 .3 4 , @ 2t 2 3 4,
= 1 -4 = S T 4
+x 2+3 4+x+x 2—|—3 5 2—|— +
4 4
‘f‘% - % + .17453(ZIZ>
3 54
= 1—1—21‘—%—0—%—1—1‘463(%).

En conclusion,

1+n(l+2)* = (1+n(1+2z)(1+In(l+z))?

2 3 4 3 54
_ (Hx_ufﬁ_fﬂ) (1+2x_$+$)+x4g4<x>

2 3 4 3 12
x> bt xt x? 3 2t 2t
= 1420 — " 4 22— by
+ 2x 3+12+£L'+IE 3 5 x+3—|—3 4+:1:55
32 4
:]Aﬁx+%§—x“ﬁ%+x%¢w

Composition
Soient les fonctions m et [ qui ont des DL au point 0 d’ordre n donnés par
m(z) = ap + 17 + apr® + -+ + a ™ +a"ey (1),

C(z)

l(z) = Bo+ Bz + Boa® + - -+ + Bpa” +a"es (),
D(x)

avec £1(z) — 0, ea(x) — 0 quand © — 0. Si [(0) = 0 c’est & dire Sy = 0, alors
m o [ possede un DL au point 0 a 'ordre n comme suit

(mol)(x) =T,(r)+ z"e(x)

ou T,,(x) = C(D(x)) en prenant uniquement les coefficients des monoémes de degré
< n, le reste des termes on les met dans le reste (x) qui tend vers 0 quand x tend
vers 0.
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La condition [(0) = 0 est nécessaire, car quand z — 0 si [(0) # 0, alors on
ne peut pas parler du DL au voisinage de 0 de m(I(x)).

Regardons 'exemple suivant :

m Example 5.7 Déterminons le DL de la fonction h(z) = /1 + sinh(z) au voisinage
de 0 a l'ordre 3 si c’est possible. Du moment que sinh(0) = 0, donc la composition
est faisable et on a

3
sithz = + — +atei(x). e(xr) — 0, 2 — 0.

3!
———
U
Ensuite,
uwoour o ud
\/1+u:1+§—§+1—6+x52(az). e1(z) — 0, x — 0.

On calcule u? et u? :

On déduit que

3
s
( 3|> 2 3
1 +sinh(z) = 1+7—x—+x—+x35(aj)

2 8§ 16
r oz T2 3
1+§—§ E—Fl’g(%),
avec e(x) — 0 lorsque  — 0. ]

Quotient
Soient m et [ deux fonctions dont les DL au voisinage de 0 a 'ordre n sont donnés
par les expressions suivantes :

m(z) = P(x) + 2" (2),

l(z) = Q(z) + x™eq(x),

ou P et () sont les parties polynomiales des DL de m et [, respectivement. Ainsi, la

(x
I(x)

fonction possede un DL au voisinage de 0 & 'ordre n défini par

R(z) + a"e(x),

sachant que le polynéme R(z) s’obtient en effectuant la division de P par @) suivant
les puissances croissantes jusqu’a 1’ordre n.
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m Example 5.8 Faisons le DL de tanx = e au voisinage de 0 a ’ordre 5.
cos T
- e
T - b 1 -+
6, 120 -2 24
+1:3 m% i +2x
2 24 @ | 3 15
P
3, 3
R
3 6
20
15
220
15
0+ z°¢(x)

Vu que c’est un DL a l'ordre 5, alors on néglige tous les termes qui ont des degrés
> 6 et on les met dans le reste. Donc

t + v + z°¢()
anr =x+ — — — + 2°¢(x).
3 15
|
, : ) sinh x .
m Example 5.9 Déterminons le DL de la fonction tanh x = A au voisinage de 0
cosh z
a l'ordre 5.
x> 2P x? 2t
o4 1 4+ 4+
xr + 6 +1%0 + ; —i-;
2 x T +2x
— 2 24 @ 3 15
v
3 3
R
3 6
2x°
15
220
15
0+ z°¢(x)

Du moment que c¢’est un DL d’ordre 5 on va négliger tous les termes qui ont des
degrés > 6 et on les introduit dans le reste. Par conséquent,
3 220

tanhr = x — 3 + e + 2%¢(z).

Toutes les propriétés que nous avons vu dans cette partie on peut les appli-
quer pour un DL au voisinage d’un point a quelconque, il suffit de faire le
changement de variables y = x — a.
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Applications du DL

On commence cette partie par une citation d’Albert Einstein symbole d’intelli-
gence, de savoir et de génie, est un physicien d’origine allemande qui a marqué le
20eme siecle. La citation est la suivante :

La théorie, c¢’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. La pratique, c’est
quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi. Ici, nous avons réuni théorie
et pratique : Rien ne fonctionne... et personne ne sait pourquos !

Dans la suite, nous présentons des applications intéressantes de DL.

Calcul des limites au voisinage d’un point

Le DL au voisinage d’un point est tres efficace pour le calcul d’une limite dans
ce point, dans le cas ou nous avons une forme indéterminée. En fait, si f admet un
DL au voisinage de a donné par

f(@)=ao+ai(z—a) + aa(z —a)® + -+ + au(z — a)" + (z — a)"e(x),
avec £(z) — 0 lorsque © — a. Alors,
lim f(z) = ao.

m Example 5.10 Calculons
sinx — xcosx

im )
z—0 tanx — tanh x

Nous avons une forme indéterminée %. On fait un DL de numérateur et de dénomi-
nateur au voisinage de 0 a l'ordre 3 comme suit

, r z?
sinx — zcosx = (1! — 3 —|—x3£1(x)> -z (1 — 5 +x362(x)>

.Z’g .TS
tanz — tanhz = <x + 3 + 1'383(.1')) — (x iy + x354(x)> )

avec €1(x), e2(x), e3(x) et e4(x) vont tendre vers 0 chaque fois que x s’approche de
0. Par conséquent,

L + 55(1’)

sinx — x cosx ’”—; + 2les(x) 5
% + €6<x> '

- 3
tanx —tanha 2= 4 g3g6(x)

On conclut que
sinx — xcosx 1

im = _.
=0 tanx — tanhxz 2

Il n’existe pas une regle générale pour choisir I’ordre du DL quand il s’agit
de calcul d’une limite. Ceci dépend d’une limite & une autre et I’étudiant
est invité & faire beaucoup d’exercice afin de maitriser toutes les situations
possibles.
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m Example 5.11 Calculons la limite suivante en utilisant le DL :

2
G
lim

— COSXT
z—0 ;1;'2 )

On fait un DL & lordre 4 au voisinage de 0 de la fonction e** — cosz :

> s at 2 2t
e —cosr = |14z —i-?—f—l‘él(l‘) — |1+ =+ — +27e(2)

2 4!
22 112t
= 32 +5 + ztes(z).
On en déduit que
e —cosx 3 1la? 9
= =5 o1 + x7e3(x),

ce qui entraine

. e¥ —cosx 3

lim ==

xz—0 xr2 2

Calcul des limites au voisinage de I'infini

On commence ce paragraphe par définir c’est quoi le DL d’une fonction au
voisinage de l'infinie. Soit f une fonction de classe C™ définie sur un intervalle de la
forme I =|xy,4+00[. On dit que f possede un DL & l'ordre n en +o0o0 dans le cas ou
ca existe des réels ag, ay, as, ...,a,, pour lesquels

Qly o, 1 1
+2+"'+n+n€(>,
s xXr xXr xXr

ﬂ@:%+%

1
avec € <> — 0 lorsque © — +00.
x

En faisant un changement de variable y = 1/x, alors lorsque £ — 400 on aura
y — 0. Donc, la fonction f(x) = g(y) est de classe C" au voisinage de 0 et g a un
DL au voisinage de 0 a 'ordre n

9(y) = a0+ ony + oy’ + -+ oy + Y e(y),
ou e(y) — 0 quand y — 0.
m Example 5.12 Faisons le DL a l'infini de la fonction f(z) =1In (1 + i) a lordre n.
On pose y = :110 Par définition
2 3 4

yo Ly 1Y on
ln(l—i—y):y—§+§—z—|—~~+(—1) 15‘1‘95(9);

avec £(y) — 0 lorsque y — 0. D’out

1 <1+1> b1, L + (=)t L1 <1)
x x  2x2  3x3 Azt ’

1
avec € <) — 0 lorsque * — +00. "
x
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Dans l’exercice suivant nous utilisons le DL a l'infini pour calculer une li-
mite.

Calculons la limite suivante
. 1\*
lim (1 + ) .
T—>+00 x
Tout d’abord on pose

f(z) = (1—1—;)96 = exp <xln {1—%;])

On fait le changement de variable y = 1/x, alors z = 1/y et y — 07 lorsque
xr — +00. Donc,

1 In [1
f(x):exp(xln{1+D:exp<n[+?/]>‘
v y
De plus,
vyt
mll+el=y=75+3 tval)
il vient . ] 2
n —|—y y y )
mitry Y. Y |
Yy 2+ 3 +ye1(y)

Il en résulte que
In |1 2 In|1
Yy 2 3 y—0 Y

En conclusion,

Position d’une courbe par rapport a sa tangente
Soit f : I — R une fonction qui possede un DL au point a :

f*(a)
k!

avec e(z) — 0 lorsque # — a. f*)(a) # 0 tel que k € {2, 3,...} est le premier
entier naturel & partir de 2 pour lequel f*)(a) # 0.

f(x) = f(a) + f(a)(z — a) + (z = a)* + (z — a)*e(2),

L’équation de la droite tangente de f au point a s’écrit

y=[f(a)(x—a)+ f(a),
c’est a dire la position de f par rapport a sa tangente en a est obtenue par

f(a)

o (x —a)" + (z — a)fe(x)

flx) —y=
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le signe de f(z) —y découle du signe de f*)(a)(z — a)* :
» lorsque f(x) —y > 0, ainsi le graphe de f est au dessus de la tangente.

» En revanche, quand f(x) — y < 0, alors le graphe de f est au dessous de la
tangente.

» Sinon si (z — a)* change de signe lorsque * < a & £ > a, on dit que a est
un point d’inflexion.

m Example 5.13 Soit la fonction

(1l +cosz) —3tanx

fz) =

2¢ —sinx — 2tanx

Déterminons la position de f par rapport a sa tangente en 0. On a

z(l4cosx) —3tanz ¥ (1 +1- Z?? + $251(I)) -3 <$ + % + $352($>>
2r —sinx — 2tanz 20 — (% — g—? + x3g3(x)) -2 (x + x—; + x3€4($)>

—x — % 4 a3es(a)

—z — Z + a3eq(z) ]

apres division suivant les puissances croissantes de numérateur par le dénominateur,
nous obtenons

f(x) =1+ 2" +2%(z) = f(x) —y = 2* + 2%(x),

c’est a dire le graphe de f est au dessus de la tangente (voir Fig 5.2). "

) z(1+cosz) —3tanx .
FIGURE 5.2 — Graphique de f(z) = 2< - ) T et sa position par rapport
r —sinx —2tanz

a la tangente au point 0
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Position du graphe d’une fonction par rapport a une asymptote
On commence cette partie par définir c¢’est quoi une asymptote oblique d’'une
fonction f.
Definition 5.4.1 Considérons une fonction f définie sur un intervalle de la forme
|zo, +00[ ou | — 00, zp[. On dit qu'une droite d’équation y = ax + b est une
asymptote oblique de f lorsque
lim (f(z) — az —b) = 0.

T—00

En outre, si y = ax + b est une asymptote oblique de f, alors on a

lim @ =a,

T—00 €T

lim (f(x) —az) =b.

T—r00

La méthode pour déterminer la position de f par rapport a son asymptote oblique

est basée sur le DL de /(@) au voisinage de oco. En fait,
x
f(z) ap a1
713 = ag + ; + E + Ee(l/x),

pour k > 2 tel que ap # 0. Dans ce cas,

f (=)

lim ——= = qaq,
T—00 €T

lim (f(z) — apx) = as,

donc 'asymptote oblique est d’équation y = agx + a; et la position de f par rapport

a
a I'asymptote est donnée par le signe de —2
x

» Example 5.14 Soit la fonction f(z) = esV/r? —1. On a

21 1
@:e%\/:ﬁ—l:eiwx :eiwll——.
x 2 2

On pose y = 1/x, alors lorsque y — 07, 2 — +00. Cest a dire,

O
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Donc, ag =1 et a; = 1, c’est a dire ’équation de ’asymptote oblique est y =z + 1
et la position du graphe de f par rapport a cette asymptote est obtenue par le signe

de ~3.3 qui est négatif au voisinage de +00. On conclut que le graphe de f est au
x

dessous de y = x + 1 a +o00 (voir Fig 5.3). ]

2 /-1 0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 5.3 — Graphique de f(x) = eivzZ —1 et sa position par rapport a la
tangente au point 0
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