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Avant-Propos

La pratique d’enseignement, nous a amené a constater la difficulté qu’ont les étudiants
pour bien assimiler le cours, et c’est pour cette raison qu’il a paru utile d’écrire ce
polycopié.
Le programme de ce support correspond a ce qui peut étre dispensé raisonnablement
durant un semestre de cours, en permettant une assimilation progressive des systémes
en vibration.
Ce recueil d’exercices résolus et autres supplémentaires en vibrations est un support
pédagogique destiné aux étudiants de la deuxiéme année de I’Ecole Préparatoire en
Sciences et Techniques d’Oran. Ce manuel regroupe des séries exercices des différents
chapitres, a savoir :

- Rappel de cours sur les vibrations,

- Geénéralités sur les vibrations

- Oscillations libres des systémes a un seul degré de liberté,

- Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté,

- Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

- Oscillations libres des systémes a deux degrés de libertés.

Comme pour tous les exercices auto-correctifs, les solutions profitent plus aux étudiants
qui fournissent I’effort nécessaire pour réfléchir et essayer de résoudre les exercices
Proposés.

Je souhaite que ce recueil d’exercices corrigés et exercices supplémentaires en

vibrations puisse aider de maniere efficace la majorité d’étudiants.

Tu me dis, j'oublie. Tu m’enseignes, je me souviens.
Tu m’impliques, j apprends.

(Benjamin Franklin)
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Chapitre 1 :
Généralités sur les

vibrations « Rappels
de Cours »

. Généralités sur les vibrations
1. Définitions

2. Equation de Newton

3. Bilan énergétique

4. Equation de Lagrange

5. Stabilité a I’équilibre

1. Cinématique des vibrations harmoniques

1. Interprétation vectorielle de la vibration harmonique
2. Représentation d’une vibration a 1’aide d’une variable
complexe

I11.  Oscillateur harmonique simple sans amortissement
1. Définition
2. Equation de mouvement (régime sinusoidal)

IV.  Exemples d’oscillateurs mécaniques simple

1. Relations fondamentales de la dynamique
2. Bilan énergétique



Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

l. Généralités sur les vibrations :
1. Définitions :

1.1.Mouvement Vibratoire :

On appel mouvement vibratoire le mouvement d’un systéme qui s’effectue périodiquement de

part et d’autre d’une position d’équilibre.
1.2.Mouvement périodique :

On appel mouvement périodique, un mouvement qui se répete identique a lui-méme a des

intervalles de temps successifs de méme durée T.
1.3.Mouvement sinusoidale :

On dit qu’un mouvement vibratoire est sinusoidal, si I’¢longation x (y ou z) d’un point vibrant

est une fonction sinusoidale simple du temps.
x(t) = A.sin(wt + @) ou bien x(t) = A.cos(wt + @)

Avec A : I’amplitude d’un mouvement, elle se place a 1’origine.

et w : étant sa pulsation: w = 2.7. f = ZT”

Ce type de mouvement est appelé mouvement harmonique simple (MHS)

Un mouvement oscillatoire n’est harmonique que s’il est linéaire au voisinage d’une position

d’équilibre stable.

e On dit que le mouvement oscillatoire est linéarisé si la réponse est directement
proportionnelle & la force appliquée.

e Pour linéariser le mouvement d’un systéme oscillatoire, on fait appel a des petites
oscillations au voisinage d’une position d’équilibre stable afin d’obtenir des équations

différentielles du mouvement linéarisé facile a résoudre.
Soit gi une coordonnée généralisée (variable), si gi est petit (petite oscillation) on peut écrire :

sin(g;) ~ q; et cos(q;) ~ 1
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

1.4.Coordonnées géneralisées :

On appel coordonnées généralisées d’un systéme physique, un ensemble de variables réelles

permettant de décrire ce systéme (position et mouvement).

Un systéme en mouvement { Translation (x,y, z)
y Rotation (Ox, 0y, 0z)
1.5.Degré de liberteé :

On appel degré de liberté (ddl) d’un systéme la capacité de ce systéme d’effectuer le mouvement

de translation et de rotation par rapport aux axes.

Exemple : Une bille roulant sur le sol (Ox, Oy, Oz) présente 3 ddl.

| Remarque : A chague coordonnée généralisée correspond un degré de liberté (1 ddl). \

2. Equation de Newton :

2.1.Mouvement de translation :

Si un systeme de masse m est soumis a des forces extérieures, la loi fondamentale de la

dynamique (L.F.D.) nous donne : ¥, F, = my, = ma,
2.2.Mouvement de rotation :

La Loi fondamentale de la dynamique d’un mouvement de rotation s’écrit :

- .. d?6
D MyEy=).0=1.0

3. Bilan énergétique :
L’¢énergie totale d’un systéme isolé se conserve : Er = E; + Ep = Cste

. . oo , . . _dE
L’équation différentielle du mouvement d’un systéme est donnée par : d_tT =0

4. Equation de Lagrange :

La fonction de Lagrange ou Lagrangien représente la variation : L = E. — Ep .

d(aL) (aL)—ZF —F—F squation de L de Translati
dt aql aql = ' ext = i ...equa on de agrange e lransitation
]
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

d(aL) (aL)—ZM(F ) ..équation de L de Rotati
dt \3g, 9, = ' A(Foxt ...equation de Lagrange de Rotation
]
- Définition :
Par définition la fonction de dissipation est égale a la demi-puissance dissipée.

D=2p,=tpg
=3 d—zﬁq

Ou : P; = 42 la puissance dissipée par les forces de frottement sous forme de chaleur
Et S est la constante de frottement.

— Force de Frotttement au systéme

F,,: : forces extérieures appliquées { . . .
ext pplq — Force entrainant le mouvement (sinusoidal)

Si F,,; = 0, le systeme est isolé et la fonction de Lagrange est différente d’une fonction du

temps (£ # f(t)), le systéme est dit conservatif.

d (612) oL 0
dt aql aql B
5. Stabilité a I’équilibre :
Posons g, la position d’équilibre d’un systeme.
. 2
Si 4 = 0, Ep vérifie la relation 2Ep =0et 2 Ef > 0.
dt lg;=qo 9ilg;=qo 94i qi=do
Equilibre instable : Equilibre stable :

On dit qu’une position o est instable si Ep On dit d’une position o est stable si cette

présente un maximum en o derniére est un minimum de Ep
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

1. Cinématique des vibrations harmoniques :

1. Interprétation vectorielle de la vibration harmonique :

On peut considérer une vibration harmonique comme étant un
vecteur de module A dont P’extrémité exécute une rotation A
uniforme sur un cercle de rayon R=A, tandis que les extrémités Asi(wt + @) e oy

de ses projections sur les axes ont des vibrations définies par :

Acos(wt + @)

x(t) = Acos(wt + @) et y(t) = Asin(wt + @)

Ce mode de représentation d’une vibration harmonique présente surtout 1’intérét pour 1’étude

de la composition d’une vibration.
2. Représentation d’une vibration a I’aide d’une variable complexe :

La vibration harmonique peut étre représentée dans le plan complexe par la variable complexe
Z, telque : Z = A. e (@) qui est explicité comme la somme de deux variables de vibration

harmoniques Z = x + iy = A[cos(wt + @) + i.sin(wt + ¢)].

Im(Z)
| Z
La partie réelle de cette expression représente une vibration A
harmonique sur I’axe Ox et la partie imaginaire une deuxiéme Asin(p) b
vibration sur I’axe Oy (figure ci-contre). 5 Re
y (fig ) o Re(2)

x = Re(Z) = Acos(wt + @)

y = Im(Z) = Asin(wt + @)

Le nombre complexe Z, = Ae'? représente le vecteur A sur le méme support & t=0 tandis que
le nombre Z = A. e'(“t+) représente le vecteur A que forme avec 1’axe Ox (w étant la vitesse

angulaire égale 2?11 et (wt + @) étant I’angle au temps t).
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

1.  Oscillateur harmonique simple sans amortissement :

1. Définition :

On appel oscillations libres ou naturelles le mouvement d’un systéme isolé auquel on donne
une excitation initiale a 1’aide d’un systéme de perturbation extérieure et on 1’abandonne a ses

oscillations libres (a lui-méme).
Un oscillateur est un systéme qui n’est immobile qu’a la position d’équilibre.
2. Equation de mouvement (régime sinusoidal) :

Considérons un systeme physigque de position x a un instant quelconque. On dit qu’il effectue

un mouvement sinusoidal si la loi d’évolution avec le temps est donnée par :
x(t) = Acos(wt + @)

w, : étant la pulsation propre du systéme.

Savitesseest: V = % = x = —Awysin(wt + @)
214 . . av d?x . 2 2
Son accélérationest:y = a = ST X= —Awy® cos(wt + @) = —wy°. x(t)

2
Ce qui donne : ZT;C + we?.x(t) =0

Ou encore : ¥ + wy?. x = 0 qui représente I’équation différentielle du mouvement libre non
amorti.

La solution générale d’une équation de ce type est : x(t) = Acos(wt + ¢).

Chaque fois qu’un systéme physique obéit a une équation du type : ¥ + wq2.x = 0, il décrit un
mouvement penulaire sinusoidal, un tel systeme physique est appelé « Oscillateur

harmonique ».

On obtient des oscillateurs harmoniques chaque fois que la force de rappel est proportionnelle

au déplacement.

IV.  Exemples d’oscillateurs mécaniques simple :
1. Relations fondamentales de la dynamique :
1.1.Pendule a ressort (Mouvement de la translation) :

Al : Allangement a 1’équilibre,
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

x : Allangement en mouvement,
Fo : Force de rappel statique,

F : Force de rappel dynamique.

= —

A Péquilibre : 3,F =P —F, =0 = mg — k(l; — l,) = 0 sachant que Al = I; — [,

!

-

En mouvement 3;F =m.d >P—-F,=m.d 2P —F =m.a

mg — k(l — l) = mx sachant que I=li+x = mg — k(l; — 1) — kx = m¥ ...(1)
Connaissant qu’a 1I’équilibre mg — k(l; — ) = 0, ceci implique que 1’équation (1) devient :
mi +kx =0 = ¥+—x=0,enfin: ¥ + wy?x = 0.

Equation différentielle du mouvement dans cette équation x est le déplacement de la masse m

par rapport a la position d’équilibre, et w, = \/% est appelée pulsation propre du systeme.

27

Par la suite : Ty = —= Zn\/% est appelée période propre du systeme.
0

La solution de I’équation différentielle du mouvement est donnée par : x(t) = Acos(wt + @)

Sachant que A et ¢ sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales qui sont

réparties en deux catégories :
1¥cas:at=0,x(t=0)=x, etx(t=0)=0

x(t=0) =x9=Acos(p) > A = co5(@)

x(t) = —Awysin(wt + @)
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

Et a partir des conditions initialesona: x(t =0) =0

=0 {A¢0

x(t =0) = —Awysin(p) =0 =sin(p) =0 = { ou aveci et
= wy # 0
- Sip=0-A= %(EO) =x, — x(t) = xgcos(wyt)
- Sip=m - A= CO’;‘EH) = —x9 = x(t) = —xy cos(wot + ) = x5c0s(Wot)

Et on remarque que dans les deux les solutions sont les mémes et uniques : x(t) = xycos(wgyt)
2°me cas :at=0, x(t = 0) = 0 et x(t = 0) = v,

x(t =0) =Acos(p) » cos(p) =0-> ¢ = +§ (A+0)

mw
x(t = 0) = =—-A i A=— Yo =
x( ) = v, w, sin() - oosine) 2 /
- Si =+Z —__—% __% = |
S| ¢ + 2 — 4 wo sin(g) Wo cos(mot - ;)
—_Y T
x(t) = o cos(wot +3)
n -
cos (wot + E) = —sin(wyt) -
x(t) = Z—Osin(wot)
0
- T Vo Vo
- | = — — A = - =
S ¢ 2 - wo sin(—E) Wo -
x(t) = 2 cos (a) t— E) A W
wo 0 2 2

- x(t) = Z—‘;sin(a)ot)

1.2. Pendule de torsion (mouvement de rotation) :

Si on écarte le pendule de sa position d’équilibre il est soumis a un couple de rappel (ou couple

de torsion) proportionnel a I’angle de déformation M = C. 60
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

Support fixe

Fil de torsion
Constante de torsion :

Tige + masses
gui oscillent

C : Constante de torsion du fil.

Le principe fondamental de la dynamique (P.F.D) de rotation nous donne :
> My (F) = J§ > —co = Jé
i

L’équation du mouvement du systéme autour de 1’axe OG est donc :

d*e

= ¢

J6 =]
Ce qui nous donne :

. C ..
9+76=0—>9+w020=0
Avec w, = \E pulsation propre du systéme.

EtT, = G Zn\E période propre du systeme.
0

w
La solution de cette équation est : 8(t) = Acos(wt + @)

A et ¢ sont des constantes a déterminer par les conditions initiales.

2
Sphere: | = EMRZ
1 Onnote: MR? = |
Cylindre: ] = EMRZ
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Chapitre 1 : Généralités sur les vibrations : Rappels de Cours

2. Bilan énergétique :

e Pendule simple (pesant) : ¥ a=0G
- Energie cinétique de rotation : E; = %]6"2
- Energie potentielle : E, = mgh avec :

Ep=0 O
h = —a.cos(8); (h < 0) donc : i

Ep = —m.g.a.cos(8) A) 7

L’énergie totale du systéme isolé se conserve : Ey=Ec+Ep

1 .
Er = 5192 —m.g.a.cos(@) = Cste

r  2).266 +m.g.a.6.5in(8) = 0
it —2]. m.g.a.0.sin =

Comme 6 # 0 — J6 + m.g.a.sin(8) = 0...(1)
Dans le cas des petites oscillationson a : sin(8) = 0

Et si on remplace sin(8) par 6 I’équation (1) devient :

m.g.a

J0+m.g.a.6=0-8+ .0=0

= 6 + w26 = 0avec: wy- /m'}q'a et T, = 21 |—

m.g.a
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Chapitre 2 : Généralités sur les vibrations : Exercices Résolus

Enonceés :

Exercice n°01 :

Calculer ’amplitude A et la phase ¢ pour les sommes suivantes :

a) 3.2 x sin(wt) + cos(wt)
b) 3sin(wt) + 4 cos(wt)

¢) 11.5 x sin (a)t + %) — 8 cos (a)t — g)

Exercice n°02 :

Déterminer I’amplitude A et la phase ¢ du mouvement vibratoire G résultant de la

composition de quatre (4) mouvements vibratoires de méme pulsation w.
G = Ap[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢)]

Exercice n°03 :

Décrire la forme des vibrations dont les composantes rectangulaires ont pour expressions :

a) x = Acos(wt),y = Asin(wt)
b) x = Acos(wt),y = —Acos(wt)

C) x = Acos(wt),y = Acos (a)t + %T)
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Chapitre 2 : Généralités sur les vibrations : Exercices Résolus

Solutions :

Exercice n°01 :

a) 3.2 x sin(wt) + cos(wt) = Acos(wt + ¢)
= Acos(wt) cos(p) — A sin(wt) sin(¢)

(D e { Acos(p) =1

—Asin(p) =32 tg(p) = =32 = @ = —72.64

Si on éléve au carré 1’expression (1) et (2) et aprés sommation on obtient :
A% = (3.2)* + 17
A=4(B2)?2?+1=>A4=3.35
b) 3sin(wt) + 4cos(wt) = Acos(wt + @)
= Acos(wt) cos(p) — A sin(wt) sin(¢p)

Acos(p) = 4
{—Asin(q)) =3

3 o
= tg(p) = ~2 = @ = —36.86
A=4324+42=A=5
. T TL'
c) 11.5 X sin (a)t + g) — 8 cos (a)t — 5) = Acos(wt + ¢) ...(1)
On sait que par transformation trigonométrique que :
sin(wt) = cos (g — wt) = cos(wt — =) vu que la fonction « cos » est une fonction

paire et donc :

11.5 X sin (wt + %) = 11.5 X cos (a)t + g - g) = 11.5 X cos (wt —g)

En remplacant dans I’expression (1) ont obtient :

11.5 X cos (wt — g) — 8 cos (a)t — g) = Acos(wt + @)

T
= 3.5 X cos (a)t — §> = A cos(wt + @)

A=35

Et par analogie : { _
=3
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Chapitre 2 : Généralités sur les vibrations : Exercices Résolus

Exercice n°02 :

Ona:

G = Ap[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢p)] = A cos(wt + )

Ael(@t+d) — Ao[ej“’t + eJwt+o) 4 ojlwt+2¢) 4 ej(wt+3<p)]
. 3¢ 3¢ P P 3¢
Ael? = Age’ 2 [6_17 +e’Z+el2+ e’T]
; 39 3
Ael? = Aye’2 [2 cos (7('0) + 2cos(§)]

. 3 3¢
Ael® =24, [cos (7('0) + cos(g)] el 2

A =24, [cos (37(”) + cos(%)]

Par analogie on obtient : b= 30
2

Exercice n°03 :

=A
a) {x cgs(a)t) = une polarisation circulaire
y = Asin(wt) y

ot

b) { x = Acos(wt)

) = x = —y = une polarisation linéaire
y = —Asin(wt) Y p
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Chapitre 2 : Généralités sur les vibrations : Exercices Résolus

x = Acos(wt)
2 {y = Acos (a)t + %)

3 ] (3
y = Acos(wt) cos (T) — Asin(wt) sin (T)

y = Acos(wt) <_T\/§> — Asin(wt) <g>

2 = A2(1-25).2

x2 A
y2+7+x.y.\/§=( > )

AZ

y2+x2+x.y.\/§=7

En se basant sur les regles trigonométriques et du développement de la fonction « sin » :

Xy zxy — <in?
— 3~ cos(e) =sin“(@) ...... 3)

L’expression (2) devient :

y2 xz ny 1
T
Et par analogie avec I’expression (3) :
Ab = A,cos(p) = —— et sin’(p) = = sin(p) = = et donc ¢ = -
a=Ab=A,cos =——cetsin === sin(p) = —= etdonc ¢ = —
@ 2 ¢)=3 ® 2 =7
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

Enonceés :

Exercice n°01 :

Pour le systéme mécanique de la figure ci-
contre, on considere une barre de masse
négligeable de longueur 2L. Sur ses
extrémités sont fixés deux masses my et m
et des ressorts ki, ko et ks. La position

d’équilibre correspond a 6(0)=0.

1- Etablir I’équation différentielle du

Figure 2

mouvement  libre  pour  des

oscillations de faibles amplitudes.

2- Trouver la solution 0(t).

Exercice n°02 :

Dans la figure ci-contre, M et R représentent respectivement la

masse et le rayon d’une poulie homogeéne de moment
. . 1 . -, .
d’inertie] ;o = EMRZ. A la poulie sont fixés un ressort de raideur k

et un corps de masse m par un fil non élastique de masse
négligeable. On néglige aussi la masse du ressort et le frottement
autour de 1’axe de la poulie. Si x est le déplacement vertical de la
masse m. Trouvez I’équation du mouvement et la pulsation propre

du systeme.

Exercice n°03 :

Dans la figure ci-dessous, un disque circulaire VA
homogeéne, de masse M, de rayon R, peut osciller ky
sur un plan horizontal en roulant sans glisser A ko
autour de son axe O. Deux resorts ki et ko sont Om=b B —( ]—§
fixés sur le disque aux points A et B tels que : OB=a 0
OA=R et OB=a. une masse m est fixée sur le X
disque & une distance b du centre O. la position ®m

Y
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

d’équilibre du systeme est telle que les 2 points A, B et la masse m se trouvent simultanément

sur I’axe vertical OY.

1. Représenter le systeme en étant de mouvement.
2. Calculer la fonction de Lagrange L.
3. Déterminer 1’équation du mouvement et la pulsation propre pour des oscillations de

faibles amplitudes.

4. Déterminer la solution 6(t), sachant que 6(0)= 0o et §(0) = 0 .

Exercice n°04 :

Ecrire I’équation du mouvement pour chacun des systémes illustrés ci-dessous :

Figure 1 : Barre de longueur | sans masse
portant une masse m et oscillant autour de I’axe

O. a I’équilibre la barre est horizontale et 8=0.

i

Figure 2 : Cylindre de masse m autour d’un axe fixe |/ k
rappelé par un ressort de contante de raideur k. le fil |
qui relie les masse m et p s’enroule sans glisser sur

Figure 2

le pourtour du cylindre.
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

W%/ff:iﬂ:

=L
Figure 3 : Fléau portant des masses m et M oscillant —
- A% 3l/4
autour d’un axe fixe O. A 1’équilibre la barre est M « zm
horizontale et p=0. AT f‘?__
=
=

Figure 4 : Bras de longueur I solidaire du cylindre
de masse M qui roule sans glisser. A 1’équilibre le

bras est verticale et p=0.

A

Figure 4

Exercice n°05 :

Déterminer I’équation du mouvement

du systeme mécanique suivant : la

poulie a un rayon R et OA=R/2

Exercices supplémentaires :

Exercice n°06 :

Soit le systeme mécanique ci-contre :

- Le fil est inextensible, sans masse et de longueur L ;

- Xy et xz étant les positions de la masse M et m respectivement.
1- Montrer de X2=2Xx,

2- Déterminer 1’équation du mouvement :

- Par la loi fondamentale de la dynamique

- Par la conservation de I’énergie totale,

- Par le biais du Lagrangien.
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

Exercice n°07 :

Trouver I’équation du mouvement vibratoire du systéme mécanique représenté par la figure 1,

en utilisant les deux méthodes suivantes :

a- La relation fondamentale de la dynamique,

b- Les équations de Lagrange.

e

Exercice n°08 :

Déterminer 1’équation du mouvement du systéme suivant : Oz et Oz sont symétriques par

rapport a A. Quelle est la condition avoir I’équilibre stable.

em

1)
20000110 011
0; kl a
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

Solutions :

Exercice n°01 :

On peut remplacer le ressort (mz, K3) par un
ressort ks avec une masse ms/3 a sa fin donc

on aura :

xxxxxxxxx

Figure 2

Me = M1+mM3/3 2

;;;;;;;;
JJJJJJJJ

1. Ecriture de 1’équation différentielle du mouvement :

e Les coordonnées :

{—lcos(@) . {lésin(@)
¢ (+1sin(6) 16cos(6)

{+lcos(9) N {—lésin(@)
2 |~Lsin(6) —16cos(0)

e Energie cinétique : T = Ty, + Tpp,

T = %(me + mz) 1262 = %mlzéz Sachant que m =me+m>

m

e Energie potentielle : U = Uy, + Uy, + Uy,
1 . 1 . 1 .
U= Ekl(lsm(Q))2 + Ekz (Isin(0))? + Ek3 (Isin(9))?
U= %k(lsin(@))z 0l k = ky+ko+ks
e Lelagrangien:L =T —U:%mlzé2 — %k(lsin(@))2

e Formalise de Lagrange : % (g—g) — (Z—;) =0
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

oL _ mi2g = i(a—L) = ml%6

26 dt \9é
% — _k(lcos(8))(Isin(h)) = kI26 , Car dans le cas des petites oscillations : {Sin(a) ~0
26 ' "(cos(0) = 1

Donc I’équation différentielle s’écrit :
ml%0 + k1?0 =0 Oumb + k6 =0
2. Ecriture de la solution 6(z) :

6 + wy20 = 0 Systéme libre non amorti donc la solution est de la forme :

) . k Kitky+ks
0(t) = Asin(wot + @) U Wy = — = Wy = |[————
) (wo ®) 0 m 0 m1+%+m2

Exercice n°02 :

&L Une poulie homogene /,, = %MRZ

Ecriture de 1’équation du mouvement et la pulsation propre wo

du systeme :

. Energie cinétique : T =Tm + T,

T = %]/092 + %ma’cz Avec : x=R0

1 o1 . 1M .
T = —MR?0% + —mR?*0? = = (— R?6?
2 +2m 2(2+m)

T ==& + mRr24?
=G +tm

e Energie potentielle : U = %k(Ré?)2

e Fonctionde Lagrange: L =T —-U

L—1<M+ )R292 1k(R9)2
BV 2

e Formalisme Lagrangien :

d (6L> (c’?L) _0
dt \96 0]
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

oL M . d (0L M ..
(—+m)R29 :—(—) = (—+m)R29

90 \2 dt \9d 2
oL L (R)(RO
— = —k(R)(RO)

Donc:(%+m)R2(9'+kR26=0 :(%+m)é+k9'=0

e Pulsation propre wy, :

x 2k 4 2 2k ) . 2k
0 + (M+2m)9 =0= wy® = Giezm Etdonc: wy, = /(M”m)

Exercice n°03 :

_1MR2
]/0—2

Le disque roule sans glissement sur le plan

VA 1. Représentation du systeme en
k4 mouvement :
A
kz y A A
oms /U do g e
END
0B=ﬂ 0 f | \‘ X
. 0 >
X \ IO) !
\ /
®m NSy
)

2. Calcul de la fonction de Lagrange L =T-U :

e Coordonnées :

. (x = Rsinf
Masse M : { 0

( x— bsind Rsin@ — bsind { ROcosO — bOcosb
Masse m '{Rcose — bcos@ = {RCOS@ — bcos6 = —ROsind — bOsind

e Energie cinétique :
T =Ty+Tp

1 . 1 . 1 .
T = EMXZ + 51/092 + Em[(R - b)262]
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

T = CMR? +m(R — b)?)p?
T =~ (SMR?+m(R — b)?)p?
e Energie potentielle :

U=Uy+ Uy +Ug,
1 1
U = —mgbcos6 + Ekl(ZRH)Z + Ekz (RO + ah)?
e Fonction de Lagrange :
13 . 1 1
L= E(EMRZ + m(R — b)*)0?% + mgbcosd — Ekl(ZRH)Z — Ekz(RG + af)?
3. Détermination de I’équation différentielle du mouvement :
d (aL) <6L) —0
dt\ag/ \o6/

a—L. = GMRZ +m(R — b)z) 6= i<aL) = (EMR2 +m(R - b)z) 6

00 dt\9é 2
oL . 2
78~ —mgbsin® — k,;(2R)(2RO) — k,(R + a)*6

Dans le cas des petites oscillations : sin(@)=60
3 ..
N <§MR2 +m(R - b)2> b + (mgh + 4k, R? + k(R + 2)2)0 = 0

4. Détermination de la solution 6(t) :

mgb + 4k,R?> + k,(R + a)?
n 93 1 2( )9=O
>MR? + m(R — b)?

2

wWo

mgb + 4k, R? + k,(R + a)?

S MR? + m(R — b?

ﬁ(l)():

Donc : 6 + wy?0 = 0 ceci est une équation d’un systéme libre non amorti, donc la solution

est du type : 8(t) = Asin(wyt + @).
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

Sachant que : 6(0)= 6o et 6(0) = 0
0(t) = Awycos(wot + @)

0(0) = Asing = 6,

n
0(0) = Awgcosp =0 = cosp =017 2
0

A=

Finalement : 8(t) = 8,sin (wot + g)

Exercice n°04 : On traite les systemes aux petites

oscillations

portant une masse m et oscillant autour de I’axe

1- Figure 1 : Barre de longueur | sans masse [
O. a I’équilibre la barre est horizontale et 8=0.

%

) 7

{+lcos(9) {—l@sin(@) 2

. = :

+isin(0) ~ (+16cos(H)

e Energie cinétique : T = %mlzé2

e Energie potentielle : U = Uy, + U,

1 1
U= Ekl (x; sin(0))? + Ekz (x, sin(6))?

1
U = E (k1x12 + k2X22)Sin2(9)
e Fonction de Lagrange L=T-U

1 . 1
L= Emlze2 — E(klxl2 + k,x,%)sin?(0)

e Formalisme de Lagrange :

d (aL) <6L) _0
dt \96 00)
oL ) d (6L ..

— =ml?0 = — %) = ml?6

90 dt
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

oL
5= —(kyx12 + kyx,%) cos(8) sin(0)
1 0

=4 mlze + (klxlz + kzxzz)e =0

2- Figure 2 : Cylindre de masse m autour d’un [ k
axe fixe rappelé par un ressort de constante %
de raideur k. le fil qui relie les masse met pu |*
s’enroule sans glisser sur le pourtour du Figure 2

cylindre.

e Energie cinétique : T =Ty + T, + T,

y=RO = y=R0O

w[] yl-Om

T = 21,007 +2my? + = p(R6)?

r=1 R?)6?
2(//0+(m+u) )

e Energie potentielle : U = %k(asin(é)))2

e Fonction de Lagrange : L=T-U
1 . 1
L= E(]/O + (m + WR?)6? — Ek(asin(@))2

e Formalisme de Lagrange : % (Z—g) — (Z—;) =0

oL : d (0L N
— = 2 — 2
55 = Uso + (m+wR?)6 :dt(aé) Uso + (m +WR?)é
oL _ k 0 ind

50 (a cols )(a Sl;’L )

= (J;, + (m+ WR?*)6 + ka’0 =0
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

3- Figure 3 : Fléau portant des masses m ﬁi\x\ WV
et M oscillant autour d’un axe fixe O. A - i
1
I’équilibre la barre est horizontale et ki 5 i
1
— 1
- M o x
e Coordonnées et composantes de | [T @I oASSIIITTY T
vitesses : —
k2 K=
(1 [ —
——CosQ — psing
My T = \
L+ 7 5ine 7 9cose T,
( 3l 3l
—CoS ——@Sin
m d 4 ¢ s 4 psing
3l 3l
K_ZSln(p _Z(pCOS(p

Onpose:ﬁzaet%l:b
e Energie cinétique : T = Ty + Ty,
1 1 1
T = EMangz + Embquz =T = E(Ma2 + mb?)¢?
e Energie potentielle : U = Uy, + Uy,
1 , 1 .
U= Ekl(asm(p)2 + Ekz (asing)?
U= %k(asin(p)z , comme les deux ressorts sont en séries donc : k=ki+ka.
e Fonction de Lagrange : L=T-U

1 1
L= E(Ma2 + mb?)@? — Ek(asimp)2

e Formalisme de Lagrange : % (,%) — (g—:) =0

oL d /oL
= (Ma? +mbD¢ = —(—) = (Ma? + mb2)

E) dt \8¢
oL k( )(asing)
— = —k(acosp)(asing
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

= (Ma? + mb?)§ + ka’p =0

I Y PP,
16" 16 )Y T 16?7
S>SM+IM)Pp+kep =0

4- Figure 4 : Bras de longueur | solidaire du
cylindre de masse M qui roule sans glisser. A

I’équilibre le bras est verticale et p=0.

Coordonnées et composantes de vitesse :

M {—R(p N {—Rq’)

0 0

{—R(p + lsing {—R(/’) + lgpcose
= .
0+ lcosp —lgpsing

Le moment d’inertie du disque : J,, = %M R?

e Energie cinétique : T = Ty + Ty,

1 o, 1, 3 ,
Ty = EMRZ<p2 + E]/O<p2 = ZMRZq)Z

1
T =5m(l - R)??

13
T = E(EMRZ + m(l — R)?)¢?
e Energie potentielle : U = U,,, + Uy
1
U = —mglcosp + EkRzgoZ

e Fonctionde Lagrange: L =T —U

1/3 1
L= E(EMRZ +m(l - R)2> ¢2 + mglcosg _Ekqu)z

e Formalisme de Lagrange : 4 (a—L) — (:—;) =0

at \9¢

oL _Bure+ (L — R)?]¢
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

d (0L 3

—_ — = [- 2 _ 27 .
T (6([)) [2 MR? + m(l — R)*]¢
oL _ [si kR?

i mgl sing @

¢

Donc I’équation différentielle s’écrit :

3
EMRZ +m(l—R)?|p + (mgl+kR*)@p =0

Exercice n°05 :

e Energie cinétique : E; = %sz + %]92 Iymx? + EE

e Energie potentielle : Ep = %kl(x + 29 + AL + EkZ(x — Al,)?

2
e Fonction de Lagrange : L = ( M + ——) [% k4 Gx + All) + %kz (x — ALL)?]

2 R2

e Formalisme Lagrangien : (aL) (aL) 0

a6 a0
oL ] d (0L J
M — M
0% ( * R2> at (ax) ( * RZ)
JdL 3 3
Frie —[kq ( X+ All) + ky(x — ALy)]
JY. 3
A 1’équilibre : Ziﬂ = 0, On dit d’une position qg est stable si cette derniere est
t'qi=qo

un minimum de Ep , ceci veux dire que go=0.

Donc ; 22 = 0.

a‘hq =0
OFp —k(Al)3+k(Al)—0
ax x=0_ 1 1 2 2 2) —
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Chapitre 3 : Oscillations libres a un seul degré de liberté : Exercices

IN. . (°

L’équation différentielle de mouvement est de la forme :

(M +72)

woz

(%kl +k2)

(4+32)
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Enonceés :

Exercice n°01 :

Supposons que le systéme suivant effectue des oscillations de faibles amplitudes.

Déterminer 1’équation différentielle du
mouvement en fonction de 6 et wo et
déduire wa,

Pour 6< wo, trouver la solution de

I’équation différentielle.

Exercice n°02 :

Supposons que le systeme suivant effectue des oscillations de

faibles amplitudes.

Déterminer 1’équation différentielle du mouvement en

fonction de 6 et wo.

Pour &< o, trouver la solution générale de 1’équation

différentielle.

_1 2
Uj0 =5MR?).

Exercice n°03 :

Soit le systeme mécanique vibratoire

représenté sur la figure ci-contre.

Si G est le centre de gravité de la barre de

masse M et de longueur L.

Uss

Ecole Préparatoire des Sciences et Techniques EPST-Oran

x(t)

k

Trouver I’équation différentielle du

mouvement. Déduire oo et 5.

e

Ecrire 1’équation du mouvement

A2 LPRLPPLLLL LS PP LS LLLPE P L LS LLL L LSS PLLE PP L LLL L LA
PALPP PRSPPI PP PSPPI S PP PSS

dans le cas 0< mo.

1
= —MI?,0A = L;,0B = Ly).
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°04 :

Soit le systéme mécanique composé d’un
disque (M,R) qui peut rouler sans glisser sur
un plan horizontal, d’un ressort k et d’un
amortisseur de coefficient de frottement

visqueux o.

M=
=
a

e Déterminer I’équation différentielle du mouvement en fonction de 6 et o et déduire wo.

e Trouver la solution de I’équation du mouvement quand 5=wo, (/o = %MRZ).

Exercice n°05 :

Soit une masse m fixée a ’extrémité

\{

d’une tige de masse négligeable et de
longueur L. la tige effectue des
oscillations de faibles amplitudes L
autour d’un axe fixe passant par le point
O et perpendiculaire au plan du

mouvement.

aasasnannsaNeee
ONNAANNNANNNNNANN

e Etablir ’équation différentielle du mouvement.

e Déterminer la pulsation propre du systeme.

e Trouver I’équation du mouvement.

e Ecrire la solution de 1’équation quand 4 < wo.
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°06 :

Le systéme est constitué de 2 masses my et my, d’une tige
de masse négligeable et de longueur L et d’un ressort K1
et d’un amortisseur de coefficient de frottement visqueux

a (voir la figure).

e [Ecrire I’équation différentielle du mouvement,

sachant que le systeme effectue des oscillations de

faible amplitude.

Position d’équilibre

e Déterminer la pulsation propre du systeme.

e Trouver ’équation du mouvement, sachant que 8(0) = 6, et 6(0) = 0. On donne :

m k
—“=m,=met==k
4 4

Exercices supplémentaires :

Exercice n°07 :

Dans la figure ci-contre, on a m= 4.5 Kg , k=3500 N/m , a=30 Kg/s

1- Est-ce que le systéeme admet un systeme équivalent ?

2- Ecrire I’équation différentielle du mouvement.

3

4- Donner I’équation du mouvement (la solution de I’équation différentielle), sachant que

Quel est le type de mouvement ?

le systeme effectue des oscillations de faible amplitude.

Exercice n°08 :

Dans le systeme de la figure ci-contre, le disque
homogeéne (M, R) roule sans glissement sur un plan

incliné, en effectuant un mouvement oscillatoire r(t).

1

2- Quel est la nature du mouvement ?

Quel est le nombre de degrés de liberté ?

3- Déterminer I’équation différentielle du mouvement.

4- Donner 1’équation du mouvement r(t) dans le cas des faibles oscillations. Déduire la

pulsation propre wo et le facteur d’amortissement 4. On donne : a1= a>= a et ki=ko>=k,

1
Jjo =;MR?
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°09 :

Soit le systeme mécanique vibratoire de la figure ci-contre.

Si le point G est le centre de gravité de la barre de masse M et de longueur L, et sachant que

_C=Lletw=L2.

1- Trouver I’équation différentielle du mouvement.
Déduire la pulsation propre wo et le facteur d’amortissement 4.

2- Ecrire 1’équation du mouvement dans le cas é < wo en supposant que 8(0) = 6,
et6(0) = 0.

On donne le moment d’inertie de la barre par rapport a son centre de gravit¢ G : J,; =

L M1z,
12
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Solutions :

Exercice n°01 :

x(t)
k

I—o -0 —F

-

e Détermination de 1’équation différentielle en fonction de d et wo:
- Energie cinétique : T = %mn’cz
. : 1
- Energie potentielle : U = ~kx?

- Fonction de dissipation : D = %a:’cz

- Fonctionde Lagrange : L =T — U = %ma’cz — %kx2

. . d (oL oL\ _ 9D
- Formalisme de Lagrange : — (5) - (5) =——
oL | R d(@L)_ .
ax T Tde\ax) T
oL 1 oD |
ax . ax

Donc : mx + kx = —ax
L’équation différentielle s’écrit : m¥ + ax + kx = 0

L . : 2
S X+—x+—x=0 > ¥+20x+wpy°x=0
m m

. _a 2 _k
Telque.26—metw0 =

. . k 2
e Déduction de w, : w, = /wy? — 62 = ;_4‘;2

e Ecriture de la solution de I’équation différentielle pour d<wo:

x(t) = Ce %tsin(wyt + @)
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°02 :

Jjo =5 MR?

e Détermination de I’équation différentielle en fonction de d et wo :

Energie cinétique : T = %]/092

Energie potentielle : U = %k(RB)2

- Fonction de dissipation : D = %a(Ré)z

- Fonctionde Lagrange : L =T — U = %]/0672 - %k(RH)2
- Formalisme de Lagrange :i(a—L) — (aL) =2

at\as) \ae) ~ 08

oL Q.:'d(aL)_ 5

oL _ 1 p2g 9D _ n2p
i kRH,aé—aRH

iy .1 i} :
J;o6 + kR?0 = — aR?0 = EMRZB +aR?*0 + kR*60 =0

§=-=
Mé+2a9+2k9:Ooué+269+w02920telque:{ M
Wy =E

e Solution de I’équation différentielle lorsque 6<wo :

— =6t o; _ _ (2 a?
x(t) = Ce™sin(wat + @) , wg = Jwo? — 8% = |-~
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°03 :

Jic =
OA = Ll
OB =1L,

1
— MI?
I o "

SPLLLLLPIPIL LIPS IIIRIIPIIILPIIIIIIIIPPLIIIL I PII PP s
P P P P P P P P P P

1. Ecriture de I’équation différentielle du mouvement :

Coordonnées et composantes de vitesse :

M {Lcos@ N {—Lésin@

Lsin®

+LOcosO

Energie cinétique : T = Ty + Ty,

_ 17 g2+ L1202 h L N
T'=3J)0" +;mL ,sacantque.]/o_]/G+M(E)

2

I S S
]/O_EML +MZ_§ML

T=1 (M + )Lzéz
“2\3 "™
Energie potentille : U = Uy, + Uy,
1 : 1 .
U= Ek(LlsmH)z + Ek(Lzsme)z
Fonction de dissipation : D = Dy, + Dy,
1 . 1 .
D= Ea(Llecosé?)z + Ea(Lzé?cosH)z

La fonction de Lagrange : L =T — U

L—l(M+ )Lzéz ~ k(Ly5ind)? — 2 k(Lysindy?
=5(z+m 2(1sm) 2(25”1)
Le formalisme de Lagrange : —(g—;) (Z;) = —Z_Z
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a u

oL M . d (0L M ..
(—+m)L26 =>—(—) = (—+m)L20

26 \3 dt \g6 3

oL ) .

78 = —k(L,cos0)(L,sinB) — k(L,cos0)(L,sinb)
aD . .
i a(Lycos0)(L,0cosO) + a(Lycos8)(L,0cos0)

n seul degré de liberté

L’équation différentielle s’écrit comme suit pour des oscillations de faibles amplitude (sinf =

0,cosf = 1).

M , .
(3 + m) 120 + (Ly® + Ly° )k = —a(L,* + L,%)0

M ) .
(3 + m) 126 + a(Ly* + L,*)8 + k(L + L,7)0 =0

e Déductionde moetd:
On peut écrire I’équation différentielle comme :

a(L® +Ly%) . k(L + Ly?) B

(%+m)L2 (%+m)L2 °
26 wp?
_a(Ll’ +15°) _a(ly® + L")
(U PR Y B
wo?

2. Ecriture de I’équation du mouvement dans le cas 6<wo :

La solution est de la forme : 6(t) = Ce % sin(w,t + @)

k(L12+L22) _ a(L12+L22))2

. — 2 52 =
AVec . w, =4/ wy 9 \/ (%Hn)LZ (2(%+m)L2

Ecole Préparatoire des Sciences et Techniques EPST-Oran

Dr. Mostafa Kerim Benabadji



Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°04 :

I—»x(f)
P maEN Disque roule sans
ﬂ;/ DA glisser
' I/ R 1
] 1
__ 2
L 0 ; Jjo =5 MR
\ !
.\ ’
LS #

- Coordonnées: x = R = x = RO

1- Détermination de I’équation différentielle du mouvement :

e Energie cinétique : T = %]/092 + %M:‘cz = % X %MRZH’2 + %MRZH’2 = %MRZQ2
e Energie potentielle : U = %k(RH)2

e Fonction de dissipation : D = %a(Ré)Z

e Fonctionde Lagrange : L =T —U = ZMRZEP2 — %k(RH)2

e Formalisme de Lagrange : % (Z—g) - (Z—;) = —3—2
o 3Ry > 2 (aL) = 2mr2d

00 2 dt\ad/) 2

oL _ kR?6

I

oD :

— = aRZB

00

Donc le formalisme de Lagrange s’écrit :
3 . . o .
EMRZH + kR?0 = —aR?0 = 3M0 + 2a0 + 2k6 =0

o Déductiondedetmo:  +-26+ 229 =0
‘3_,1‘./.1; 3M

e
26 w02

2a a 2k 2k
25=_:5=_,w02=—:w0= /_
3M 3M 3M 3M

Equation différentielle : 6 + 266 + wy%0 = 0
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

757 2k a?
@o = |3M " om?

2- Trouvons la solution de 1’équation de mouvement quand § = wy :

0(t) = (C, + Cyt)e™0t

Exercice n°05 :

v

.,
ONNANNNNANNNNANNN

1- Ecriture de 1’équation différentielle de mouvement :

{+lsin9 o {+l€cos€

—lcos@

—10sind

Energie cinétique : T = %mlzé2

Energie potentielle U = U,,, + U, = —mglcosf + %k(asiné?)2

Fonction de dissipation : D = %a(aécos@)z

Fonction de Lagrange : L =T — U = %mlzté'2 + mglcos6 — %k(asiné?)2

. .d (oL aL\ _ D
Le formalisme de Lagrange : - (%) - (5) =—25
oL . d (0L ..
—=ml?0 = —(-) =ml?6
a0 dt \og6
oL
— = —mglsinf — k(a cosf)(a sinf)
a0 — =
— = a(acosB)(ab cosh
a6~ )( )

1 1

= ml?6 + (mgl + ka®)0 = —aa?é

Ecole Préparatoire des Sciences et Techniques EPST-Oran

Dr. Mostafa Kerim Benabadji



Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

e Equation différentielle du mouvement : mI26 + aa?0 + (mgl + ka?)6 = 0

2- Détermination de la pulsation propre wa:
On peut écrire I’équation différentielle comme suit :

aa’? . (mgl+ ka?
g+ 9 Do =0

0 +
ml? ml?
—— S L
26 (002

.o _ aa? _ |(mgl+ka?)
Donc: 6 =——:, wo = / —

i . (mgl+ka?) aZa?
Et la pulsation propre est : w, = \Jwy% — 82 = \/ -

4m?214

e Ecriture de la solution du mouvement quand § < w, : 6(t) = Ce % sin(w,t + @)

Exercice n°06 :

Position d’équilibre

1- Ecriture de I’équation différentielle du mouvement :
e Coordonnées et vitesses :
l . L
+Esm9 +596059

mq = mq

+lsin6 +16cos6
! s { = m {
+ 5 cos6 - Osinf

+IcosO —16sinb

2, . .
e Energie cinétique : T = Ty, + Ty, = %ml%ez + %mzlzé?2 = %(% + m,)126?2
e Energie potentielle : U = Uy, + Uy, + Uy

l 1 1
U= —mlgECOSH — myglcos + Ek(isine)z
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

my 1 b
U=- (7 + mz) glcosf + Ek(ESLnH)

e Fonction de Dissipation : D = %a(lécose)z

mq

. 1 : 1, 1 .
e Fonction de Lagrange : L = E(T + mz) 1262 + (% + mz) glcosO — Ek(zsmé))z

e Formalisme Lagrangien : i(a—L) — (a—L) =_®
grangien - 2:\za) ~ \5e 20

= (Gram) e = (o) = (B4 ma) 2o

oL _ (5 +m;) glsing K sind) (- cose
50 — 7 tm2) glsin (ZQIL)(ZG%L)

oD (L cos8) (16 cosh)
— = a(lcos cos
a6 I 1

2

(% + mz) 126 + l(% + mz) gl + Tl 0 = —al?6

(%+m2)lzé+al29+l(%+m2) gl+lele =0

On donne:%=m2 =met§= k'
Donc I’équation de mouvement devient :
2mi%0 + al?0 + B3mgl + k1?)0 = 0

2- Détermination de la pulsation propre wa:

On peut écrire I’équation différentielle comme :

6+-—06+ 3g+k 6 =
2 21 2m |
26 (l)oz

26=2 55="L 2=k
2m 4m ' 0 21 2m
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Chapitre 4 : Oscillations amorties des systemes a un seul degré de liberté

3- Détermination de la solution du mouvement quand d<wq pour les conditions initiales

suivantes : 6(0) = 6, et 6(0) = 0
La solution est de la forme :

0(t) = e %t (C sinw,t + Cycosw,t)
0(t) = —8e~9(C sinwgt + Cycoswgt) + e~ (Ciwacoswyt — Cowysinwgt)

9(0) = CZ = 90

9(0):—6C2+C1wa:0 :>61:_62:>C1:w_90

a a

o
= 0(t) = e (w_ 0osinw,t + Oocoswat>

a
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

Enonceés :

Exercice n°01 :

Une masse m, suspendue par un ressort de raideur k et un amortisseur de coefficient de

frottement a, oscille verticalement sous 1’effet d’une excitation F de la forme F(t)=Fo cos(Qt).

1- Trouver I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle U, et la fonction

WIS SIS II I IS
de dissipation D. o |i|
1

2- Trouvez le Lagrangien puis 1’équation du mouvement.
.

3- Trouvez, a l’aide de la représentation complexe, la solution _rL M H F(r)

A

permanente de 1’équation du mouvement. (Préciser son amplitude A

et sa phase ¢).

4- Donnez la condition de résonance et la pulsation de résonance Qr.

5- Donner la bande passante B pour un amortissement faible : 1<<aweo.

Exercice n°02 :

Dans le systeme ci-contre, la boule est ponctuelle et la tige est de longueur total 31 et de masse
négligeable. Avec F(t)=Fq cos(Q1).

1

Trouver I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle U et
la fonction de dissipation D. (6<<1).
2- Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement.

3- Trouver, a ’aide de la représentation complexe, la 94

solution permanente de 1’équation du mouvement.

R b

(Préciser son amplitude A et sa phase ¢).

4- Déduire la pulsation de résonance Qr. ! m%(f)

5- Donner les pulsations de coupure Qc1, Q¢ et la bande

passante B pour un amortissement faible : A<<wo.
6- Calculer Qg, B et le facteur de qualité si m=1 Kg, k=15 N/m, 1=0.5 m, «=0.5 N.s/m,
g=10 m.s2.
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°03 :

Le fil autour du disque (de masse négligeable) est inextensible et non glissant.

1- Trouver I’énergie cinétique T, potentille U et la fonction de ﬂ T
dissipation D. - /’ ’E—}H
o . o %
2- Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement. v
/!
(F(Y)=Fo cos(Q1)) F(f) L S
3- Trouver, a I’aide de la représentation complexe, la solution m;
permanente de 1’équation du mouvement (Préciser son § k
amplitude A et sa phase ¢). 77

Déduire la pulsation de résonance Q.

faible : A<<wo.
6

Exercices supplémentaires :

Exercice n°04 :

Donner les pulsations de coupure Qc1, Qc2 et la bande passante B pour un amortissement

Calculer Qr, B et le facteur de qualité si m;=2 Kg, m= 1 Kg, k=10 N/m, ¢=0.1 N.s/m.

Dans la figure N°01, la masse m est fixée a un ressort de constante

de raideur k et un amortisseur de coefficient o.
On applique a la masse m une force F(t)=Fosin(wt).

1- Trouver I’équation différentielle du mouvement forcé amoti.

2- Trouver la solution générale de 1’équation différentielle, en

calculant la solution homogéne et la solution particuliere.

Exercice n°05 :

Le systeme de la figure n°02, représente les oscillations des immeubles

sous D’action d’un déplacement excitateur Y(t) résultant d’un
tremblement de terre. Ces oscillations agissent sur les deux ressorts et

I’amortisseur en méme temps. On donne : Y (t)=Be/“t,

1- Déterminer 1’équation différentielle du mouvement forcé amorti
en fonction de J et wo.

2- Trouver la solution de 1’équation différentielle, en donnant les

expressions de I’amplitude et de la phase des oscillations forcées.
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

Exercice n°06 :

Dans la figure 3, un disque circulaire homogene, de masse M et de
rayon R, peut osciller sans frottements autour de son axe horizontal O.
Deux masses m; et m, sont soudées aux extrémités d une tige de masse
négligeable liée rigidement au disque passant par O. les distances de
my et my au centre sont notées respectivement Iy et l.. Un ressort
vertical, de constante de raideur k a une extrémité fixe et I’autre est
reliée au disque en un point A situé a une distance « a » de O. En
position d’équilibre la tige est verticale avec mz en bas et le point A est
au méme niveau que le centre O. Le disque subit un frottement
visqueux de coefficient a au point B. La masse mj est soumise a une

force F(t)=Fo cos(2¢t) perpendiculaire a la tige.

Valeurs numérigues :

F(t)
—{

mq

Figure 3

M=1 Kg, mi=m,=0.1 Kg, k=16 N/m, R=20 cm, 11=50 cm, 1,=25 cm, a=10 cm, g=10 m/s?,

a=7.25. 10 Kgls.

1- Etablir I’équation différenticlle du mouvement, et trouver sa solution.

2- Calculer le facteur de qualité Q du systeme.

3- Déterminer la valeur de Fo pour qu’a la résonance I’amplitude maximale soit égale a

(n/30) rad.
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

Solutions :

Exercice n°01 :

1- Trouvons I’énergie cinétique, potentielle et fonction de dissipation :

Energie cinétique : T = %myz
Energie potentielle : U =U,, + U, = —mg(y, + y) +§(yO + y)? —Grace a la
condition d’équilibre— U = ~ky? + €t

Fonction de dissipation : D = %avz = %ayz

2- Formalisme Lagrangien et Equation de mouvement :

Fonction de Lagrange : L = %myz — %ky2

Formalisme Lagrangien : 4 (aL) — (aL) =-2L4F

at\ay/)  \oy oy
oL _:>d(0L)_ .
ay Y Tac\ay) =™
oL D .
5——ky,a—y—ay

my+ky=—-ay+F

Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit sous la forme :

b Cy ko _Fo
y+my+my—mcos.(2t

3- La solution permanente de 1’équation de mouvement :

L’équation est de la forme : y + 24y + wo?y = %cosﬂt avec: 1 = % et wg? = —~.

k

La solution permanente est : y = Acos(Qt + ¢). Utilisons la représentation complexe

pour trouver A et ¢ :

F, F,
—cosQt » — el
m m

y = Acos(Qt + ¢) > y = Ae/M

Fo
; . 02 A.J0t : jat 2 1,0t — Fo jot - m
On obtient : —Q“Ae’**" + 24jQAe’* + wy*Ae et =4 ouZ_02122)0
Fo 22Q
P . . _ m A . = —
L’amplitude est : A = T onirana La phase est donnée par : tang = PRy
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

4-

5-

i A O_A — —_ 2 _ 2
La pulsation de résonance est Qr telle que aalg, = 0 = 0r =we2—21

Pour un amortissement faible 1 < wq : Q¢, = wg —AetQ,, = wy+ 1,

EtB =Q,, —Q, =2

Exercice n°02 :

1-

2-

Trouvons 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle et fonction de dissipation :

e Energie cinétique : T =T, = %m(3l9)2 = gmlzéz

e Energie potentielle : U =U, + U, =~ mg(3l—3lcosh) +%k(sin9)2 ~
2 mglo? + 2 ki26?
2 2

e Fonction de dissipation : D = %a(Zlé)Z = 2a1%6?

Formalisme Lagrangien et Equation différentielle de mouvement :

e Fonction de Lagrange : L = Smlzéz — % (3mgl + kl*)6?

. . .d(dL oL\ _ D
e Formalisme Lagrangien : E(%) — (ﬁ) =-5 7t F.31

oL . d /oL )
& omizd = —(—.) — 9mi§
90 d \3@

oL _ _ 2yp - 90 _ 24
i (B3mgl + kl )0,69—4al 0

Imi?6 + (3mgl + kl?)8 = —4al?6 + F. 31
Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit :

0+2%0 4+ (4 L) — Fo
0+9m0+(3l+9m 0= - cosQt
La solution de I’équation permanente de mouvement :

L’équation est de la forme : § + 210 + wy%0 = %cosﬂt

Avec : 1 = 2Z et w,? = (£+L)
Im 3l 9m

La solution permanente est de laforme : 6 = Acos(Qt + ¢) , Utilisons la représentation

complexe pour trouver A et ¢.

F .

0 0
——cosQt » — /9t
3ml cos 3ml €
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

6 = Acos(Qt + ¢) — 6 = Ae/M

On obtient : —02Ae/ + 21jQAe/% + w(2Ae/ = e/ = 4 = —woz_ﬁzm
Fg_
L’amplitudeest: A = J(w(,z_;g;lzﬂamz La phase est donnée par : tang = — %
4- La pulsation de résonance est Qr telle que Z—g o = 0 = Qg = Jwo? — 242
5- Pour un amortissement faible 4 < wg : Q¢, ® wg —AetQ, = wy + 4,
EtB = Q. — Q. =21,
6- AN :Qp ~ 2.88rad/s. B ~ 0.22Hz. Le facteur de qualité est: Q = 22 = =* ~ 13.1

Exercice n°03 :

1- Trouvons I’énergie cinétique, potentielle et la fonction de dissipation :
e Energie cinétique : T =Ty, + Ty, = %mleéz + %mszéz = %(ml + m;,)R?6?

e Energie potentielle : U = Up,, + Uy, + Uy = mygRO — m,gRO + %k(z0 — RO)?
U= %kRZHZ (La condition d’équilibre élimine tous les termes linéaires).

e Fonction de dissipation : D = %aRZéZ
2- Formalisme Lagrangien et Equation de mouvement :

e Fonction de Lagrange : L = %(m1 + m,)R?6? — %kRZH2

i jen + & (2L) _ (3Ly = _oD
. FormallsmeLagranglen.dt(aé) (09)— 09+FR

oL . d (0L ..
% = (m1 + mz)RZH = E(%) = (m1 + mZ)RZH
oL _ 1 p2g.9D _ 24
50 = kR G,ag—aRH

(my + m,)R?0 + kR? 6 = —aR?0 + FR
Donc I’équation différentielle de mouvement est sous la forme suivante :

a . k FO

0+ 0+ 0= cosQt
(my; + my) (m; + my) (m; + my)R

3- La solution permanente de 1’équation de mouvement :

L’équation est de la forme : 6 + 210 + wy%60 = %cosﬂt ,
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a un seul degré de liberté

a k
a)OZ —

Avec: A = a = (m; + my)R.

2(my+my)’ B (my+my)’

La solution permanente est : 8 = Acos(§t + ¢), Utilisons la représentation complexe

pour trouver A et ¢.

Fo

F,
—cosQt » — el
a a

0 = Acos(Qt + ¢) > 0 = Ae/™

Fo
. . 02 p00t . jat 2 g,j0t — Fo jat - a
On obtient : —024e/ + 21jQAe/ + w,?Ae ¢ P A=
Fo 22Q
s : . — a A . —_
L’amplitudeest: A = ot La phase est donnée par : tan¢g = o112

: . 04
4- La pulsation de résonance est Qr telle que 2alg, =0 = Og = Jwe? — 242

5- Pour un amortissement faible 1 K wq : Q¢, = wg —AetQ,, = wg + 4,
EtB =0, — Q. =21

6- AN :Qp ~ 1.82rad/s. B ~ 3.107Hz. Le facteur de qualité est: Q = 22 = =2 ~ 60.9,
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Enonceés :

Exercice n°01 :

Soit le systeme mécanique représenté par la Figure 1, composé de deux oscillations linéaires

(m, K) couplés par un ressort de raideur k.

3 3

k k' . k
- FO - 0D

Figure 1

.
TR

1. Ecrire le Lagrangien du systéme.
2. Mettre ce Lagrangien sous la forme : L = %m[(x{ +x3) — 0§ (2] + x5 — 2Cxyx,)).
3. Donner les expressions de w3 et € (Coefficient de couplage). En déduire les équations

du mouvement.
4. Déterminer les pulsations propres du systeme.
5. Donner les solutions (t) et (t) avec les conditions initiales suivantes :
x1(0) =x0, %1 =0,x2(0) =0,%, =0

Exercice n°02 :

On considére le systéeme représenté par la figure 2 constitué de deux |

oscillateurs verticaux (ma, k) et (mz, k) couplés par un amortisseur a. =
&
1. Déterminer les équations différentielles du mouvement en T
fonction des variables yi(t) et ya(t). t ).L_ m,
2. En utilisant deux nouvelles variables Yi(t) et Ya(t) (a Y1 l
determiner), deduire les deux équations différentielles aIT'
indépendantes si : mi=my=m. m,
kS~
:T :

Figure 2
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Exercice n°03 :

Le systéme de la Figure 3 est constitué d’une masse M qui glisse sans frottement sur un plan

horizontal et d’un pendule (m,l) suspendu au point A. Ce pendule oscille sans frottement dans

le plan xoy.
On choisit les coordonnées généralisées x | 4
(position de la masse M) et @ (angle que fait le |Z]y A- x(t
pendule avec la verticale). Z
7 M AN
1. Ecrire le Lagrangien du systéme. g :
2. Montrer que les équations du ,,’5/ : 0@m
. Z :
mouvement de ce systeme s’€criVent |G I T >
X
sous la forme :
Figure 03
rLm (6cos6 — 6%sinB) = 0
I m+M

. X g .
] +Tcose +Tsm0 =0

3. Montrer que dans le cas des petites oscillations (6<<1), I’équation différentielle pour 0
s’écrit sous la forme : 0 + wy26 = 0.

4. Donner la valeur de wo en fonctionde g, I, M et m.

5. Etablir les solutions des équations différentielles du systeme, dans le cas

x(0) = x¢,%(0) = V¢,0(0) = 0,,0(0) =0

Exercice n°04 :

Les équations du mouvement d’un systéme a deux degrés de liberté sont les suivantes :

<o 2m> {xz} * (—Zk Zk) {Xz} - {0}
On donne les conditions d’équilibres suivantes : x4 (0) = x¢, x2(0) = x1(0) = x,(0) =0

Donner les solutions.
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Exercice n°05 :

Une masse my, glisse sans frottement sur un

plan horizontal et entraine un pendule (my,l)

dans son mouvement. Un ressort horizontal,
de constante k se situe & une distance 0A = «

et relie les deux oscillateurs, (\Voir figure 5).

1. Ecrire les équations du mouvement en

Figure 5

fonction de x et 6.

2. Calculer les pulsations du systéeme et déduire les modes propres, on donne : my=mp=m,
- _ 1
a=l/4, mg = - kl

3. Donner les équations du mouvement x(t) et (z).
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Solutions :

Exercice n°01 :

k k' _ k
- O - D

Figure 1

.
TR

1- Déterminer le Lagrangien du systéme :
e . 1, 1
e L’énergie cinétique du systéme : T = melz + meg

e L’énergie potentielle du systéme : U = %kxlz + %k’(xz —x)% + %k(—xz)2

Donc : le Lagrangienest: L =T — U

1 o2 1 02 1 2 1 ! 2 2
L= mel +§mx2 —Ekx1 _Ek (%3 — x1) —Ekx2

2- Mettre ce Lagrangien sous la forme : L = %m[(x% +i5) — wd(xF + x5 — 2Cxyx,)).

P k '
L= Em[(xlz + x3) — E(Xf +x3) — E(x% +x7 — 2x5x1)]
1 ) _ (k+ k") 2k’
L= Em[(xl2 + x2) — T(Xf +x3) + Yy X1X7]

1 k+ k' 2k’
L= om|et+ i) - S e gy xx”

m (k+ k")
1 . . k+k’' k'
L= Em[(xl2 + %2) — wi[(x? + x2) — 2Cx1x,]] , Avec w3 = ( — ) . C = Tl

3- Ecrire les équations de mouvement :

On écrit les 2 équations différentielles en fonction des coordonnées généralisées.

On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvemebt donc on aura deux

équations de Lagrange :
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

( ( d(aL

d(@L) <6L)_0:>{ dt
dt \0x, dxy - oL

d_t<E>_(@>:0:>{(aL

¥+ wix; = Cwix,
.9.6.'2 + (l)(z)xz = C(I)(z)xl

\

4- Déterminer les pulsations propres du systeme.
On fait I’hypothése que le systeme admet des solutions harmoniques :

t) = Ay sin(wt + @) = ¥ = —w? :
x1(6) = Aysin(@t + 1) = % wle On remplace dans la relation (1)

Donc . {
X, (t) = Ay sin(wt + @,) = X, = —wx,

(0% — w¥)x; — Cw’x, =0 - wi —w? —Cw (xl) 3 (0)
(w3 — wH)x, — Cwdx; =0  \—Cwj wi— w? B
2

w3 —w?  —Cwl

=
—Cw3 wi—w

,| =0 = (0§ —w?)?* - (Cwd)*=0

(1)1:(1)0V1_C
0)2=0)0V1+C

= Les pulsations propres du systeme. {
5- Donner les solutions (t) et (t) avec les conditions initiales suivantes :
x1(0) = xo,.'xl = O,xz(O) = O,XZ =0

e Calcul des modes d’oscillations :

(U=(U1:XZ=X1$171(1)

Quand {

W =Wy = Xy = —X; = vl(_ll)

e Lasolution :

Y = 4(7) costit + o)+ B( ) cos(wat +0)
(xz 1 -1

e Les conditions aux limites :

x1(0) = x; = Acos@, + Bcosp, = x,
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

%1 (t) = —Aw;sin(w,t + @1) — Bw, sin(w,t + ¢@,) = %,(0) =0

= —Aw;sing; — Bw,sing, =0
x,(0) =0 = Acosgp, — Bcosp, =0

X, (t) = —Aw;sin(w,t + @1) + Bw, sin(w,t + @) = x,(0) =0

= —Aw.sing, + Bw,sing, =0

Acos@q + Bcos@, = Xg v vev vev v e (1)
R —Aw1sing, — Bw,sing, =0.......(2)
Acosp, — Bcos@p; =0 ... o . (3)

—Aw,sing, + Bw,sing, =0 .......(4)
2)+ @) = sing; =0= ¢, =kn
(4) —(2) = sing, =0= ¢, =kn

xO xO
(1) = A+ B = x, A= > _ x,(t) = > [cosw,t + cosw,t]
®=4-5=0 B = 70 xa(t) = %[coswlt — coSw,t]

Exercice n°02 :

On considére le systeme représenté par la figure 2 constitué de deux

oscillateurs verticaux (mz, K) et (mz, k) couplés par un amortisseur a.

3. Determiner les équations différentielles du mouvement en fonction |, (1"

1

des variables yi(t) et y2(t). a
e [’¢énergie cinétique du systeme : T = %mlylz + %mzyzz ya2(t)} =
e [’énergie potentielle du systeme : U = %kylz + %kyz2 k
. - . . . _ l . o~ 2
e La fonction de dissipation : D = > a(yi—y2) Figure 2

e Lafonctionde Lagrange: L=T — U = %mlylz + %mzyzz — %kylz — %kyz2

Le formalisme Lagrangien : 4 (a—L) - (a_L) =_%
" dt \dg; 9q; 9q;

d ( oL ) ( oL ) B oD

dt \0y, dy, 9y, N {m1}71 +ky: = a(y; —y1) N {m1}71 +ay, + ky; = ay;
i(O_L)_(G_L)=_6_D myy, + ky, = a(y1 — y2) miy, + ay, + ky, = ay,
k 0y, 0y,
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

4. Condition : mi=my=m.

mjil + ajll + kyl = CZ)'IZ ......... (1)
my, +ay, + ky, = ay; ......... (2)

m=m,=m= {

(D —-Q@)=>m@1—¥2) ta(yy —y2) + k(y1 —y2) = a(y, — y1)
> m@y — Vo) +2a(y1 — ) +k(y1 —y2) = 0. . ... 3)

D+ @)=2m@ +) +a( +y2) +k(yr +y2) = a(y, +y1)

>m@; +3,) +k(y; +y,) =0...... ... (4)

) . oo 2ay ko
miy +2a¥; +kY; =0 N+—-Y+-¥ =0

Onpose:Y, =y, +vy,,Y; =y, — = ..
p 2= Vot Y11 =Y1— Y2 m¥, + kY, = 0 Y2+£Y2=0

Exercice n°03 :

1. Le Lagrangien du systéme :
La masse M : x(t) — x(t)

x + lsin@

2 -2
>V =x“+
—lcos6 m

Le pendule (m, 1) : {

2x10cosO + 1262

e L’énergie cinétique du systeme : T = Ty, + Ty,

Figure 03

Ty = %Mjcz , T = %m(a'cz + 2x10cosb + 1292)

=>T= %sz + %m(xz + 2xl0cos0 + 176?)
e L’¢énergie potentielle du systéme : U = U,,, = mgl(1 — cos0)
e Lelagrangien:L =T —-U
1 1, .
L= > (M +m)x? + Em(leBcosG +120?) — mgl(1 — cos6)

2. On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrivent le mouvement donc on

aura deux équations de Lagrange :

(52~ 35)

L)@
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

=

= <
d oLy d, . ) o )
—(—) = — (mxlcos8 + ml?0) = ml¥cos® — mlxOsind + ml%f
dt\go dt
(aL)— L§sinf — mglsind
5g) = ~mixfsing —mglsin
. {(M + m)x + mlBcos® — mlB?sind =0 ... ... ... (1)
ml¥cos® + ml?8 + mglsind =0 ... ... ... (2)
On divise Iéquation (1) sur (M+m)l >+ (M’fm) (fcosd — 6%sinf) = 0

On divise 1’équation (2) sur ml?: 6 + %cos@ + +%sin9 =0

Donc
(s — ™  (bcoso — 62sind) = 0
:{l (M+m)( cos sin@) =
S g .
k 0+7cose++75m9=0

3. Dans le cas des petites oscillations (6<<1) :

cosf = 1 g 6=0...... (3)
sinf =~ 0 = l" (;\;H"Z
9251n9z929z0 0+7+70= ......... (4‘)

m . . g . gM+m) .
3)—-4)»——0-0—-=0=0>0+——F77—""-6=0=20 29=0
® - =G m l AT T ®o

4. Lavaleur de w, en fonction de g,,M et m: wy? = g(MTJ;m) = Wy = /“’(MT:"’)

5. Les solutions des équations différentielles du systeme :

e Ecriturede (@) : 6 + wy?0 = 0 = 0(t) = Acos(wot + @)

e Ecrituredex(t): 3)=i= ﬁé = —Mrzlm [—we?8] = T:;:(:: o(t) = ";;i’;:: [Acos(wot + @)]
S 2(6) = T LAsin(ot + @)] + B = 2(8) = —— Acos(wot + @) + Bt + C 5
x = U+m sin(wet + @ x(t) = M+m cos(wot+¢@)+Bt+C ... ... .. (5)

Calcul des coefficients A et o :

600) =00, 6(0) =0 40 = 0 {0 =D

—Awysing =0 1A=0, " 6(t) = 6ycos(wot)

Calcul des coefficients B et C :

{A=90=>x(t)__M+m o cos(wot) + Bt + =>x(t)—M+mw051n(a)0t)+
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

. mlé, ]
x(0) =V, =>M+ma)osm(0) +B=V,=B=V,
—ml90 mleo
(5) > x(t) = — —m 6y cos(wot) + Vot + x¢ + mibo
M+m M+m
mlo()

x(t) =x9+ Vot + T (1 + cos(wypt))

Donc la solution générale est : {
0(t) = 6ycos(wyt)

Exercice n°04 :

Les équations de mouvement d’un systéme a deux degrés de liberté sont les suivantes :
(m 0){5&1}+(k —Zk){xl}_{o} =>{m5€'1+kx1—2kx2=0 ......... (D
0 2m/ %, 2k 2k)Wx2) o 2mi, + 2kx, — 2kx; =0 ... ... (2)
e Calcul des pulsations propres (valeurs propres) :

On se base sur I’hypothese que le systtme admet des solutions sinusoidales

X1 = Ay sin(wt + @) = ¥ = —0Xxq ... ... 3)
x, = Ay sin(wt + @y) = ¥y = —w?xy ... ... (4)

donc : {

Remplacons (3) et (4) dans (1) et (2) :

{(k —mw?)x; — 2kx, =0 ... ...... (5) R (k — mw?) -2k
—2kxy + 2(k —mw?*)x, =0 ...... (6) -2k 2(k — mw?)

5 V2(k — mw?) = 2k
[V2(k — mw?)] — (2k)2 =0 = ou
V2(k — mw?) = =2k

o k(V2+2)
{“’1 T Tz
On remplace dans les équations (5) et (6), on obtient : ou
t“) 2 _ k(v2-2)
2 = mvz

e Les modes propres :

k(v2+2 N —
- lermOdeZw2=w12=(m—\/§):x2=—7x1:>[/1(_g)
2¢me mode : w? = w,? = (mﬁ):xz =X :Vz(ﬁ)

2
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

e Lasolution générale est :

(x1 ®)

) = AV, sin(w;t + @;) + BV, sin(w,t + ¢,)
x2(t)
x1(t) = Asin(w,t + ¢1) + B sin(w,t + ¢,)

V2 V2
x,(t) = _TA sin(w;t + @1) + 73 sin(w,t + @3)

e Pour les conditions d’équilibres suivantes : x1(0) = xg, x2(0) = x1(0) = 0,x,(0) =
X0
%1(t) = Aw; cos(w 1t + ¢1) + Bw, cos(w,t + ¢5)

Donc :
x%,(t) = —gAwl cos(w.t + @) + gBa)z cos(wyt + @)

On remplace avec les conditions d’équilibres et on trouve :

(x1(0) = Asin(@,) + Bsin(@,) = xg e vev vevver ven e e (7)
2 2
x,(0) = —gA sin(¢,) + gB sin(@;) =0...... ... ... (8)
{ %1(0) = Aw; cos(@1) + Bwy cos(;) =0 . vveveeeee .. (9)
. V2 2
kxz(O) = —7Aw1 cos(¢pq) + 730)2 cos(¢p,) =0...(10)
x1(0) = Asin(@q) + Bsin(@;) = xg e vev vev vvven e e (7)
{xz(O) = —Asin(¢@;) + Bsin(@;) =0 ... e cev vee e e .. (8)
%1(0) = Aw; cos(@1) + Bwy cos(y) =0 vev et .. (9)
%,(0) = —Aw, cos(¢,) + Bw, cos(p,) =0............(10)

(7)+(8) : 2B sin(¢,) = x,
(7)-(8) : 2A sin(¢1) = x
(9)+(20) : 2Bw, cos(p,) =0

(9)-(10) : 2Aw, cos(gp,) =0

T
Q1= @2 = 5
cos(p,) = cos(gp,) =0= X4
A=B=2_
2

_Xxo T . T
R x,(t) = > [sin (wlt + E) + sin (wzt + E)]
_ X0 \/E . T \/E . T
x(t) = — > [7 sin (wlt + E) + — sin (wzt + E)]
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Exercice n°05 :

Le chariot de masse m: glisse sans frottement sur

un plan horizontal donc : x,,,, = x.

Le ressort horizontal de constante de raideur k relie

les deux oscillateurs donc : x;, = x — asiné.

La masse mz tourne autour de 1’axe O, donc :

Xm, = lsind Xm, = 16cosb
=
Ym, = lcos6

1.

Avec :

y I
@
2 -/

Figure 5

Vin, = —10sind

Equations différentielles du mouvement en fonction de x et 4 :
Energie cinétique : T = Ty, + Ty, = %mlfcz + %mzlzéz

Energie potentielle : U = Uy + Uy, = %k(x — asinf)? — mglcos@

La fonction de Lagrange : L =T — U

1 .1 .1 _
L ==-mx?+-m,l?0% — Ek(x — asinf)? + mglcosd

2 2
£~ -0-0»

Le formalisme Lagrangien :
d <0L) <0L> —0.(2
dt\ag/ \ag/ ~(2)

aL . d (oL ) .
_——= > —|— ) = _——=— —
5 = X = (ax) my X et P k(x — asin®)

- Equation (1) :

- Equation (2) :

oL . d (0L ) .
3= m,l%6 = E(ﬁ) = m,l%6 et -5 = akcosf(x — acosd) — mglsiné

sinf = 0,cos0 = 1

=>{ mX +k(x—af) =0
m, 120 — ak(x — af) + mglf = 0

Donc les équations du mouvement en fonction de x et & sont :

2.

{ myxX + kx = ak@
m,1%0 + (mygl + a’k)0 = akx

Détermination des pulsations et des modes propres du systeme :
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Ona: mi=my=m, a=l/4, mg = 1—zkl
Donc les équations différentielles deviennent :

X + k —lke
mi +kx =

N lk
ml?0 + kl?0 = —x
4
a- Calcul des pulsations propres du systeme :

v 2
On suppose que les solutions sont sinusoidales donc : {g - “)2’5
=-w

—wzmx+kx=l:k9 (k—wzm)x—%kezo
Onaura : =
—w?ml?0 + k120 = %kx (k12 — w?ml?) — %x =0

On peut écrire les deux équations sous la forme matricielle comme suit :

lk
(k - wzm) - Z (X) 0
Ik :( )
—= Eh-emy))
lk
(k — w?m) -7
= Ik =0

-7 12(k — w?m)

5 3k
2 wq :m
— 22 . —
= (k — w*m) 16 0= wz_i
2 7 4m
b- Les vecteurs propres :

2 = 2—3k:> l6—0:>0—x:>_’ !
W= =gy P 182020 =721

2 = 2—5k:> 6=0=>0-= x=>7 !
W = w, = am X = =77 2| —1

3. Les équations de mouvement x(t) et 6(z) :
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Chapitre 6 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

(x(t)

) (t)) = AV, sin(w,t + ;) + BV sin(w,t + @)

(x(t)> =A (%) sin(w,t + 1) + B <_11> sin(w,t + ¢5)
1 [

o))~ "\
Donc :
{x(t) = Asin(w,t + @) + B sin(w,t + ¢,)

A B
o(t) = TSin(a)lt + 1) — —sin(w,t + ;)

( (t) = Asi 3kt+ + B'si 5kt+
x(t) = Asin m P1 Sin m P,

l

= 3
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